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BESEDA AVTORJEV

Knjiga, ki je pred vami je nadaljevanje knjige Optimizacijske metode v logistiki: Osnovni problemi
linearnega programiranja. Bralcu, ki mu je morda kot prva priSla pod roke ta knjiga, avtorja
svetujeva, da najprej poseze po prvem delu, ki obravnava osnove optimizacije in linearnega
programiranja.

Brez razumevanja osnov namrec ni mogoce razumeti tega dela. V tem delu boste spoznali nekaj
problemov, ki niso problemi linearnega programiranja, jih pa lahko reSujemo tudi s pomocjo
linearnega programirja. Vsi problemi, ki jih obravnava knjiga, so izzivi, s katerimi se logisti sreCujejo
pri svojem delu.

V knjigi je naprej predstavljeno poglavje, ki obsezno obravnava omrezne pretoke. Z namenom, da
bi jih bralec bolje razumel, najprej pojasnimo osnovne pojme s podrocja teorije grafov. V
nadaljevanju obravnavamo probleme kot so: problem najkrajSih poti, problem pretovora,
problem maksimalnega pretoka in asignacije. Vsi problemi so pojasnjeni teoreti¢no, potem pa
sledijo Se prakti¢ni primeri. Bralec se ob knjigi nauci osnov uporabe programa LINGO, ki je
namenjen resevanju razli¢nih optimizacijskih modelov.

Zatem se posvetimo metodi analize ovojnice podatkov, ki predstavlja orodje ugotavljanja
ucinkovitosti poljubnih realnih elementov med seboj. Njena prednost je vsekakor ta, da se
elementi ne primerjajo med seboj nujno glede na zasluzek, kot je to obi¢ajno, ampak lahko za
primerjavo izberemo katerikoli faktor.

Kot zadnjo tematiko predstavljamo Se analiti¢cno-hierarhi¢ni proces, ki predstavlja orodje za
pomoc pri odlocanju. Uporabno je pri odlocanju glede nakupa raznovrstne opreme, nepremicnin,
odlocanju glede vlaganja v novo tehnologijo, pa tudi pri ¢isto osebnih odlocitvah.

Tudi poglavji analize ovojnice podatkov in analiticno-hierarhi¢nega procesa sta predstavljeni na
konkretnih primerih iz realnega sveta.

Avtorja upava, da so tematike predstavljene na tak nacin, da so bralcem razumljive in da bo knjiga
pripomogla k boljSemu razumevanju obravnavanih problemov.

Ob izzidu knjige bi se iskreno zahvalila kolegici mag. bioinf. lvani Radi¢, ki je prispevala k nastanku
te knjige in napisala osnovo za poglavje o omreZnih pretokih. Zahvalila pa bi se tudi zasl. prof. ddr.
Janezu Useniku in doc. dr. Tei Vizinger, ki sta s svojimi recenzijami in nasveti pripomogla, da je
knjiga Optimizacijske metode v logistiki: Upravljanje s pretoki in odlo¢anje zares celovita in
razumljiva.

Zahvaljujeva se tudi asist. dr. Vesni Mii Ipavec, univ. dipl. etn. in kult. ant., ki je pripomogla k temu,
da je knjiga berljiva in da v njej ni velikih pravopisnih napak.

Celje, januar 2022 Toma? Kramberger in Simona Sinko
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BESEDA RECENZENTOV

Avtorja TomaZz Kramberger in Simona Sinko v knjigi Optimizacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odlo¢anje nadaljujeta oziroma nadgrajujeta poglavja, zajeta v knjigi Optimizacijske
metode v logistiki: Problemi linearnega programiranja. Tudi ta knjiga je nateloma namenjena
dodiplomskim in podiplomskim Studentom Fakultete za logistiko Univerze v Mariboru, vendar JE
tudi tu treba poudariti, da jo glede na Sirok nabor vsebin in poglobljen sistemski pristop, ilustriran
z mnogimi prakti¢nimi primeri, lahko koristno uporabljajo tudi $tudenti drugih fakultet. Se ve¢,
branje priporo¢am vsem, ki jih optimizacijske metode zanimajo in jih Zelijo uspesno uporabljati v
praksi, saj danasnja racunalniska strojna in programska oprema omogoca uporabo teh metod v
zelo konkretnih problemih z velikim Stevilom spremenljivk.

Avtorja sta knjigo razdelila na pet poglavij, pri tem pa se (upraviceno) sklicujeta in opozarjata na
dejstvo, naj bralec predhodno dobro spozna teorijo linearnega programiranja.

V prvem poglavju z naslovom omrezni pretoki spoznamo osnove teorije grafov, omreznih tokov,
vozlis¢ in lokalnih povezav. ReSevanje problemov je zaupano racunalniSkemu programu LINGO in
Excel. V tem poglavju spoznamo Se dualni program postopka analize obcutljivosti. Opisane so
metode in postopki pri problemih najkrajSe poti, pretovora, maksimalnega pretoka in asignacije.
Zanimiv in predvsem uporaben je $e opis uvoza podatkov iz Excela-a v program LINGO.

Drugo poglavje nosi ime analiza ovojnice podatkov (DEA). Gre za dobrih Stirideset let znano
metodo merjenja/ugotavljanja ucinkovitosti posameznih odlocitvenih enot v celovitem postopku
odlocanja v dinamicnih realnih sistemih. Avtorja razloZita grafi¢ni nacin reSevanja in v nadaljevanju
navezavo na postopek linearnega programiranja. Tudi tu prikazeta moZnosti uporabe
racunalniskih programov LINGO in Excel. Opisana pa je Se mozZnost reSevanja problemov ovojnice
podatkov s programom DEAP (Data Envelopment Analysis Program), ki je relativho enostavna
aplikacija, prijazna do uporabnika ter namenjena analizam ovojnice podatkov.

V tretjem poglavju z naslovom Analiticni-hierarhi¢ni proces (AHP) avtorja predstavita temeljne
principe AHP metodologije s poudarkom na ve¢ razlicnih odloc¢evalcih. Opiseta tudi racunalniski
program za reSevanje problemov tega podro¢ja.

Cetrto poglavje bralca seznani z uporabo nabora podatkov v racunalniskem programu LINGO, s
poudarkom na uporabi zank.

Ob koncu je dodan 3Se kratek slovensko-angleski slovaréek pojmov, ki jih avtorja uporabljata v
knjigi. In prav na koncu najdemo nepogresljiv seznam uporabljene literature, ki lahko bralca
vzpodbudi k SirSemu spoznavanju poglavij v knjigi.

V povzetku lahko povemo, da knjiga Tomaza Krambergerja in Simone Sinko Optimizacijske metode
v logistiki: Upravljanje s pretoki in odloc¢anje, zanimivo in strokovno korektno bralcu predstavi velik
nabor prakti¢nih optimizacijskih problemov, ki se tesno navezujejo na teorijo linearnega
programiranja. Omeniti je treba tudi, da je knjiga grafi¢no lepo opremljena. Posebej bi izpostavil
Se Stevilne prakti¢ne primere, ki dajejo trdno zagotovilo, da gre za uporabna orodja optimizacije
v postopku odlocanja.

Novo mesto, marec 2022 prof. ddr. Janez Usenik
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Knjiga TomaZa Krambergerja in Simone Sinko Optimizacijske metode v logistiki: Upravijanje s
pretoki in odlocanje predstavlja nadaljevanje 1. dela knjige, ki opisuje osnovne probleme
linearnega programiranja. Primerna je za bralca, ki je Ze seznanjen z osnovami in Zeli pridobiti
sofisticirana znanja iz linearnega programiranja iz podrocij upravljanja s pretoki in problemov
odlocanja.

V knjigi je najprej predstavljeno zanimivo in posebej uporabno podrocje omreznih pretokov,
uvedni so osnovni pojmi iz podro¢ja teorije grafov, nato so predstavljeni tipicni problemi, od
problema najkrajse poti, problema pretovora, maksimalnega pretoka in problema asignacije.

Avtorja nato predstavita metodo Analize ovojnice podatkov, kot tudi Analiti¢ni hierarhi¢ni proces.
Obe metodologiji sta posebej primerni v procesih odlo¢anja in zanju obstaja vrsta najrazlicnejsih
aplikacij. Poleg uporabe rac¢unalniskih orodij LINGO in Excel avtorja predstavita tudi uporabo
programov DEAP in AHP. Tako kot 1. del knjige Optimizacijske metode v logistiki je tudi ta del
napisan zanimivo, razumljivo, je primerno graficno podprt in tako lahko vsakega potencialnega
bralca prepri¢a, da so operacijske raziskave zelo primerne in uporabne v Sirokem spektru
odlocitvenih problemov. Knjiga tako ni primerna le za Studente logistike, temvec jo lahko pridoma
uporabljajo tudi Studentje drugih smeri, ter vsa zainteresirana javnost.

Maribor, april 2022 doc. dr. Tea Vizinger

Linearno programiranje v logistiki IX
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1 OMREZNI PRETOKI

V poglavju bomo opisali in prikazali postopke ter algoritme za reSevanje tipi¢nih
problemov omreznega pretokal. Med te sodijo problem pretovora? ali model
vozlis¢a in lokalnih povezav®, problem maksimalnega pretoka* in problem

dodeljevanja virov®, ki bodo podrobneje predstavljeni v nadaljevanju.

Za lazje razumevanje omreznih pretokov najprej na kratko predstavimo nekaj

osnov podrocja teorije grafov.

1.1 Uvod v teorijo grafov
Poglavje povzeto po Kramberger, 2010

Teorija grafov se uvrS€a med znane probleme matematike in teoretiCnega

racunalnistva. Njena glavna dejavnost je prouevanje lastnosti grafov.

Graf G je mnozica toCk v prostoru in povezav med to¢kami. Graf oznac¢imo z veliko
tiskano ¢rko G. Graf G = (V(G),E(G)) je dolo€en z mnozicama V(G) in E(G), pri
¢emer mnozica V(G) vsebuje vozlis€a (toCke) grafa, mnozica E(G) pa povezave
grafa. Povezavi na grafu priredimo zacetno in kon¢éno vozliS¢e. V primeru, da sta
obe krajiS€i povezave isto vozlis€e, povezavi reCemo zanka. Povezavi, ki imata

isto zaCetno in kon¢no vozlis€e pravimo vzporedni povezavi.

Na sliki 1 vidimo graf, sestavljen iz 6 vozliS€ in 9 povezav. Mnozica vozliS¢

V(G) ={a,b,c,d,e, f}in mnozica povezav E(G) = {ey, ey, e3,€4,€s,€4,€7,€g, €9}

Povezava e; ima krajiS€i a in b. Povezava ey ima le eno vozlis€e e, ki je hkrati
njeno zacetno in kon¢no vozlis¢e. Povezavi e, reCemo zanka. Povezavi eg4 in ey

imata isto zaCetno in kon¢no vozlisCe, zato sta vzporedni povezavi.

! Network flow problem

2 Transshipment problem

3 Hub and Spoke model

4 Maximum flow problem
5 Assignment flow problem
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Slika 1: Graf G
€9
i~
€1 b &(
B e )
a 4
€e e

e 2 = \/\\_//
4 d e 8

Graf G je enostaven, €e ne vsebuje zank in vzporednih povezav.

Graf na sliki 1 torej ni enostaven graf, saj vsebuje zanko in vzporedne povezave.
Vsako vozlis€e na grafu je lahko povezano z enim, ve€imi ali nobenim vozlis¢em.
Od tega, s koliko povezavami je vozlis€e v grafu povezano, je odvisna stopnja

vozliSéa.

Stopnja vozlis€a v € V(G) je Stevilo povezav, ki se za¢nejo ali zakljucijo v vozliS¢u

v. Vsaka zanka prispeva 2 k stopniji vozlis¢a.

Stopnje vozli§€a grafa G na sliki 109 so naslednje:

st(a) =2 st(d) =4
st(b) =5 st(e) =3
st(c) =3 st(f) =1

Graf lahko vsebuje ve¢ podgrafov. »Graf H = (V(H),E(H)) je podgraf grafa G, ¢e
velja V(H) S V(G) in E(H) € E(G).«

Na sliki 2 predstavljamo dva primera mnogih podgrafov grafa G. Vidimo, da sta
mnozici vozliS¢ podgrafov podmnozici mnozice to¢k grafa, enako velja za mnozici

povezav.
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Slika 2: Podgrafa grafa G
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Graf je lahko povezan ali pa nepovezan. Graf je povezan kadar lahko iz poljubnega
vozlis¢a na grafu pridemo do vsakega drugega vozlis¢a na grafu. V nasprotnem

primeru je graf nepovezan.

Levi graf na sliki 2 je povezan, desni pa nepovezan, saj je vozlis€e e nepovezano

z ostalimi vozliSéi.

Do sedaj predstavljeni grafi v poglavju Uvod v teorijo grafov so nheusmerjeni grafi.
Smer povezave namrec ni doloCena. V nekaterih primerih pa je pomembno kako

SO usmerjene povezave.

Povezave v tem primeru oznaCimo kot usmerjeno povezavo oziroma pusScico.

Takemu grafu reCemo usmerjeni graf.

Slika 3: Usmerjeni graf G

Graf G na sliki 3 je enostavni usmerjeni graf. Graf ne vsebuje zank in vzporednih

povezav, zato reCemo, da je enostaven. Vse povezave v grafu so usmerjene. Iz
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vozlis€a b tako ni mogoce priti v vozlis€e a, temvec le od vozlis€a a do vozlis¢a b,

saj tako dolo€a usmerjena povezava med vozliS¢ema.

»Utezen graf je graf G = (V(G),E(G)) z dano preslikavo 4 : E(G) - R, ki vsaki
povezavi grafa priredi utez«. Utezi na povezavah pogosto poimenujemo dolZine ali
cene povezav. Utezi na grafu lahko predstavljajo razdalje med posameznimi
vozlis€i; Cas, potreben za transport med posameznimi vozli€i, cena za prevoz
med vozlis¢i itd. V primeru, ko Zelimo poiskati najkrajSo povezavo med dvema

vozlis€ema, je dolzina posameznih povezav nujen podatek.

Slika 4: UteZeni graf G

20

Na sliki 4 je predstavljen utezeni graf G. Dolzina povezave a — b je 5 enot, dolzina
povezave a — ¢ je 20 enot in dolzina povezave b — ¢ 14 enot. Ce Zelimo poiskati
najkrajso pot med vozliS¢ema a in c, je bolje uporabiti pot a — b — ¢, saj njena
dolzina znasa 19 enot, medtem ko dolzina neposredne povezave a — c znasa 20

enot.
1.2 Uvod v omrezne tokove
Omrezni pretok je usmerjeni graf G = (V, E) z medsebojno razli¢nima vozlis¢ema

s (izvor) in t (ponor) v katerem je vsaka povezava grafa (u,v) € E obtezena s

poljubno nenegativno kapaciteto c(u, v).
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Predpostavimo, da mnoZica povezav E nikoli ne vsebuje vzporednih povezav —
torej obratnih povezav (u,v) in (v,u) za en par vozli§¢ hkrati. Tako eliminiramo

vzporedne povezave.

Prav tako velja, da je za vsak element mnozice vozliS¢ (u, v) € V, ki ni hkrati tudi v

mnozici povezav (u, v) ¢ E utez c(u, v) enaka 0.

Za probleme omreznega pretoka mora veljati tudi naslednje:

o omrezje ima eno ali ve¢ vhodnih vozlisé®, ki lahko posiljajo tovor, sprejeti
pa ga ne morejo;

o omrezje ima eno ali ve¢ izhodnih vozlis¢’, ki lahko sprejmejo tovor, posiljati
pa ga ne morejo;

o omrezje ima eno ali ve¢ pretovornih vozlisc¢®, ki lahko tako sprejemajo kot

odposiljajo tovor.

Vsako vozlis¢e igra vlogo vhodnega vozlis¢a, izhodnega vozlis€a ali pretovornega

vozliS€a, za katera lahko zapiSemo:

e Ce je vozlis¢e i vhodno vozliSée, potem je povprasevanje b; po materialu v
tem vozlis¢u, manjSe od 0. Pomeni, da je v tem vozliSu —b enot materiala v
povpraSevanju. Torej velja, b; < 0;

e Cejevozlis€Ceiizhodno vozlis€e, velja b; > 0. Kar pomeni, da je v tem vozli§¢u
povprasevanije po b enotah;

e Ce je vozlisCe i pretovorno vozlisC€e, velja b; = 0. V pretovornem vozlis€u je 0

enot v ponudbi in prav tako 0 enot v povprasevaniju.

Vsaka povezava med vozliS€i omogocCa pretok materiala ali storitev po omrezju,
od vozlis¢a do vozlis€a. Povezave lahko imajo dolo¢ene omejitve kot so kapaciteta
oz. dopustna koli¢ina materiala, ki lahko teCe na tej povezavi in cena pretoka 1

enote materiala na tej povezauvi.

5 supply point
7 demand point
8 trans-shippment point
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Za lazjo predstavo si omrezje, po katerem Zelimo poslati doloCeno koli¢ino blaga.
|z zaCetnega vozlis€a s posljemo Zeljeno koli¢ino blaga. Blago, odposlano iz izvora
s mora prispeti v kon¢no vozlis¢e t. Blago lahko potuje po povezavah med vozlisci
kot je predstavljeno na sliki 5. Pri tem ima vsaka povezava svojo ceno na enoto
prepeljanega blaga. Zelimo, da iz vozli$éa s odpotuje 20 enot blaga in ga toliko

tudi prispe v vozliSce t.

Slika 5: Omrezni pretok

Slika 5 prikazuje usmerjeni graf s sedmimi vozlis€i in povezavami med njimi. Vsako
omreZje je mogoce opisati z incidenéno matriko. Incidenéna matrika je matrika
dimenzij n X m, ki predstavlja graf z n vozli§¢i in m povezavami. Stolpci imajo samo
po dva od ni¢ razliCnih elementov. V usmerjenih grafih brez zank imajo enkrat
vrednost 1 (kadar vozlis€e predstavlja zaCetno vozliS€e povezave) in enkrat -1

(kadar vozlis€e predstavlja konéno vozlis¢e povezave).

Incidenéna matrika za omreZje, predstavljeno na sliki 5, bo matrika dimenzij 7 x
12, saj ima predstavljeno omrezje sedem vozliS€ in 12 povezav med vozlisCi.

Vozlis€a predstavljajo vrstice v matriki, obstojeCe povezave pa stolpce.
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w (0 (52 Wv) Wz @2 ®y) G@v) @) @y) ) Ot

Z vrednostmi 1, -1 in 0 opiSemo odnos med opazovanim vozlisem in povezavo:
e 1 opisuje, da povezava vodi v vozlisce;

e -1 opisuje, da povezava vodi iz vozlis€a;

e 0 pa opisuje, da povezava ni povezana z opazovanim vozlis¢em (zaradi

preglednosti incidenéne matrike vrednost O izpustimo in pustimo prazne celice).

Povezava (s,u) vodi iz vozlis¢a s, zato odnos med vozliSéem s in povezavo (s, u)
oznacimo z -1. Ravno tako iz vozli§€a s vodita povezavi (s, x) in (s, z), zato tudi ta
odnosa ozacimo z -1. Vse ostale povezave z vozliS¢em s nimajo ni¢, torej vse

ostale celice v vrstici vozliS€a s pustimo prazne.

Povezava (s,u) vodi v vozlis¢e u, odnos med vozliS¢em u in povezavo (s,u)
oznacimo z 1. Povezavi (u,v) in (u,z) vodita iz vozlis¢a, torej odnosu dodelimo

oznako -1.

Na isti nacin oznacimo Se ostale odnose med vozlis¢i in povezavami, da dobimo

spodnjo matriko:

Toma? Kramberger in Simona Sinko 7



Fakulteta za logistiko Univerze v Mariboru Optimitacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odlocanje

w (0 (52 Wv) Wz @2 ®y) G@v) @) @y) ) Ot

S primerom smo pokazali, da ima vsak stolpec res samo dva od ni¢ razli¢na
elementa. Ta lastnost izhaja iz lastnosti usmerjenega omrezja, kjer vsaka
povezava enemu vozliS¢u predstavlja vhodno povezavo, drugemu pa izhodno

povezavo.

V incidenéno matriko v zadnjo vrstico zapiSemo tudi vrednosti utezi c(u, v), v zadnji

stolpec pa vrednosti ponudbe oziroma povprasevanja v vozlis€ih.

Iz slike 5 lahko razberemo, da je uteZ povezave (s,u) 6 enot, utez povezave (s, z)
12 enot in (s,x) 3 enote. VpiSemo uteZi vseh povezav v dodatno vrstico v

incidencéni matriki.

uw) x) (520 Wv) @2 ®2) &y GEv) GG @y) @) O

s] -1 -1 -1
ul 1 -1 -1
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Pri definiciji primera smo zapisali, da Zelimo, da iz se iz zaCetnega vozliS¢a
s odpelje 20 enot blaga, v kon¢no vozlis€e t pa prispe enaka koli€ina. To pomeni,
da v vmesnih vozliS€ih ne sme ostati noben kos blaga, kajti le tako bomo zadostili
povprasevanju v vozliS€u t. Povprasevanje v vmesnih vozliSCih je torej 0. ZapiSimo

Se koli¢ino povpraSevanja in ponudbe v stolpec b.

Gw) 0 2 WY W) @) 6y @v @) @y O oo b
s| -1 1 -1 -20
ul 1 1 -1 0
x 1 1 -1 0
z 1 1 1 1 -1 4 0
v 1 1 -1 0
y 1 1 1 0
t 1 1 1 20
cl6 3 12 10 4 5 8 2 7 5 7 10

Pri vozli€ih, iz katerih poSillamo blago, ponudbo oznadimo z negativnim

predznakom, saj ta definira koli¢ino izhodnega toka blaga.

Na opisan nacin lahko torej definiramo vsako omrezje s pomocjo incidenéne
matrike, ki nam je v pomo¢ pri pisanju linearnega programa. V nadaljevanju bomo
predstavili nekatere probleme omreznega pretoka in si pri zapisu linearnega

programa pomagali z incidenéno matriko.
o N
Povezava iz vozlis€a i v vozlisCe j je L K , pri cemer Je ¢;; cena enote
(4]
materiala ali storitve na tej povezavi, [;; ter k;; pa predstavljata spodnjo in zgornjo

mejo omejitve s kapaciteto te povezave.

S pomodjo slike 6 bomo definirali nekatere spremenljivke®, ki opiSejo dano omrezje

in s pomocjo katerih bomo lahko v nadaljevanju zapisali linearni program.

° Variables
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Slika 6: Prikaz povezave dveh vozliS€ v omrezju

bi b

Definiramo odloCitveno spremenljivko x;;, ki predstavlja Stevilo enot materiala ali
storitev, poslanih po povezavi, od vozlis¢a i do vozliS¢a j. Nadomestimo v zapisani

incidenéni matriki povezave s pripadajoCimi odloc€itvenimi spremenljivkami.

Xsu Xsx  Xsz  Xyy  Xuz  Xxz  Xxy Xzy Xzt Xzy Xyt Xy b
s | -1 -1 -1 -20
u 1 -1 -1 0
X 1 -1 -1 0
z 1 1 1 -1 -1 -1 0
v 1 1 -1 0
y 1 1 10
t 1 1 1 20
cij| 6 3 12 10 4 5 8 2 7 5 7 10

Distribucijo blaga po omrezju oznac¢imo z 19,

ISCemo minimum vsote celotne cene po enoti prepeljanega materiala ali storitev

po omrezZju, torej je namenska funkcijal! sledeca:

mlnf :ZCU -xl-j
ij

Z omejitvami sistema omrezja:

>

k l

0V poglavju omrezni pretoki namensko funkcijo oznadujemo s f (flow)
11 Objective function
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ki se nanasajo na ravnovesni tok vozliS¢a. Razlika med vhodnim tokom (koli€ino
prispelega blaga) v vozlis¢e in izhodnim tokom (koli€¢ino odpeljanega blaga) iz
vozliS€a je lahko enaka, vecja ali manjSa od povpraSevanja ali ponudbe tega

vozlis¢a.

Pri zapisu linearnega programa obstaja Se en pogoj, ki se nanasa na omejitve
kapacitete vsake povezave v omrezju in je dolo€ena z zgornjo in spodnjo mejo. V
dosedanjih problemih, ki smo jih spoznali, smo opredelili zgolj pogoj
nenegativnosti, lahko pa stvar malce nadgradimo in odlo€itveno spremenljivko
omejimo tako z zgornjo kot s spodnjo mejo. ZapiSemo:

lij < xij < wy

Tok materiala ali storitev lahko zavzame vrednosti med [;; in u;;.

V nadaljevanju se bomo osredotodili na zapis omejitev!? sistema, ki se lahko
razlikujejo od problema do problema. Glavno vodilo za zapis omejitev sta
povpraSevanje in ponudba dolo¢enega vozli§€a zasnovanega problema:
o Ce je povprasevanje enako ponudbi, potem velja:
[X tokov v vozlisce i] — [} tokov iz vozlisCa i] = b;;
o Ce je ponudba manj$a od povprasevanja in je potrebno odpremiti vso koli¢ino
blaga, ki je na voljo, potem velja:
[X tokov v vozlisée i] — [Y. tokov iz vozliséa i] < b;;
o Ce je ponudba vedja od povpraSevanja in zelimo zadostiti celotnemu
povprasevanju po materialu v i-tem vozlis¢u, potem velja:

[X tokov v vozlisce i] — [Y, tokov iz vozliséa i] = b;.

|z zapisanega lahko sklepamo, da se bodo omejitve pri vsakem vozliS€u
spreminjale glede na povprasevanje in ponudbo tega vozlis¢a. Npr. lahko da je
povpraSevanje v vozlis€u 1 po vsaj 30 enotah nekega materiala, v vozliS€u 2 pa je
povprasevanje po to¢no 30 enotah nekega materiala. V prvem primeru bomo
zapisali omejitev z neenacCajem, medtem ko bo omejitev drugega vozlis€a striktno

enaka povprasevanju.

12 Contrains
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Pomnimo: Stevilo odlo€itvenih spremenljivk v omrezju je enako Stevilu povezav v
omrezju. Stevilo omejitev, ki se nana$ajo na ravnovesni tok vozli§éa je enako

Stevilu vozliS€ v omrezju.

1.3 Model vozliséa in lokalnih povezav
Poglavje povzeto po Bradley, Hax & Magnanti, 1977
Model vozli§¢a in lokalnih povezav?!? je poseben primer omreznih pretokov. Promet

se v omrezjih po principu vozli§¢'# in lokalnih povezav!® preusmerja iz Stevilnih
oskrbovalnih vozliS¢ do vozlis¢, kjer nastaja povprasSevanje oz. koncnih vozliSc.
Med njimi se nahajajo pretovorna vozlis¢a, kjer se blago lahko zdruZuje v vecje
poSiljke ali pa se prerazporedi, kar lahko morda zniZa stro$ke transporta. Model je
bil razvit leta 1987 (O'Kelly, 1987) in je v zadnjih letih mo¢no vplival na poslovanje
podjetij, med katerimi je najvecji razmah dozivel v letalskem prometu, prevozu

tovora in telekomunikacijskih storitvah.

Slika 7: Osnovni model vozli§¢a in lokalnih povezav

N AN Zs
/1N VAR

Na sliki 7 predstavljamo osnovni model vozli€a in lokalnih povezav. Na njej sta
dve osredniji ali centralni vozlisc¢i, iz katerih vodijo povezave do vseh ostalih vozliS¢

v grafu.

13 Hub and Spoke model
% hub
15 spoke
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Primer 1:
Poglavje povzeto po Thore & lannone, 2005

Poglejmo model vozlis€a in lokalnih povezav na konkretnem primeru letalske
industrije. Podatki problema so podani s sliko omrezja (podana je cena prevoza
na povezavi za 1 enoto) in z inciden¢no matriko. Inciden¢na matrika je sestavljena
tako, da stolpci predstavljajo povezave, vrstice pa vozlis€a. Incidenéna matrika

nam pokaze, katera vozliS¢a so vsebovana v posameznih povezavah.

Slika 8: Omrezje modela vozli¢a in lokalnih povezav

-90 135

1 23€ [ XN

10€ 26 € 21€

Vozlis€i 1 in 2 predstavljata izhodiS¢no letaliSCe, kjer skladiScijo doloCeno vrsto
blaga. Vidimo, da imajo na letaliS¢u 1 90 enot blaga, na letaliS€u 2 pa 180 enot
blaga. Blago lahko potuje €ez vozlis€e 3 ali vozlis¢e 4, lahko pa potuje tudi
neposredno na koncni vozliS¢i 5 in 6. Koncni vozliS¢i 5 in 6 predstavljata letaliSci
kupcev blaga, pri éemer oba kupca povprasujeta po 135 enotah blaga. Zelimo

opraviti takSen transport blaga skozi vozliSe, da bodo transportni stroski

najman;si.
Slika 9: Inciden¢na matrika
povezave
3 | 14 | 15 | 16 | (23 | (24 | (25 | (26) | (34 | (B | (36) | (45 | (46
1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s 2 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0
2 (3 1 0 0 0 1 0 0 0 -1 -1 1 0 0
S la 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1
5 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
6 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1
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Podane podatke na slikah 8 in 9 zapiSemo v enotno tabelo, kjer za problem Ze
definiramo odlogitvene spremenljivke. Zelimo doloéiti koliko enot blaga naj se pelje
po povezavah v omrezju, torej:

x;j = Stevilo prepeljanih enot blaga po doloCeni povezavi,
pri Cemer i predstavlja zaporedno Stevilko vozlis¢a, iz katerega blago peljemo in j

zaporedno Stevilko vozli€a, v katero peljemo blago po povezavi.

X13 | X14 | X15 | X16 | X23 | X24 | X25 | X26 | X34 | X35 | X36 | X45 | Xs6 b
vtiy-1|-1,-1(-1,0, 00, 0|0 0]0}|0]O0]==-90
V2 co,0;0}0}|-12}-1|{-12}-1,0]0|0] 0| 0]=-180
V3 1101070 110,00 }|-1|-12}-1|0]O0 >0
V410|100 O 11 01]0 1100 |-1]|-1 >0
V5 O] 0 1]0]07]O0 110]O0 110 110 > 135
V6 00O 110]0]0 1 0|0 1 0 1 > 135

Cena | 10 | 7 |23 |26 |12 | 9 |21 |28 |14 |21 |23 | 7 |12

V prvem stolpcu so navedena vsa vozliS¢a v danem omreZju. V prvi vrstici so
zapisane odloCitvene spremenljivke, ki pomenijo Stevilo prepeljanih enot po
posamezni povezavi. V zadnji vrstici so navedena cene vsake povezave, po kateri
bo prepeljano doloCeno Stevilo enot, zadnji stolpec pa predstavlja koli¢ino

povpraSevanja in ponudbe v posameznem vozliScu.

|z izrisanega omreZja vidimo, da ima vozlis€e 1 v ponudbi 90 enot, vozlis¢e 2 pa
ima v ponudbi 180 enot. Vozlis€i 3 in 4 igrata vlogo pretovornega vozlis€a. V tem
konkretnem primeru v pretovornih vozlis¢ih nimamo zahtev po materialu
(povpradevanje je 0) in prav tako nimamo ponudbe materiala. Vozli&€i 5 in 6 sta
povprasevalni vozlis€i, z zahtevo po 135 enotah blaga za vsako od obeh vozliS¢.

Povezave med vozliS€i so opremljene s cenami na enoto transportiranega blaga.

Cilj reSitve modela vozlis¢a in lokalnih povezav je izvesti takSno distribucijo blaga
skozi omrezje, da bodo skupni stroski transporta na koncu najman;jsi. Iskali bomo

torej minimum funkcije stroSkov.
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Skupna cena posamezne povezave bo na koncu odvisna od tega, koliko enot
blaga bo po posamezni povezavi prepeljanih. Namenska funkcija mora zajeti vsoto

stroSkov po vseh povezavah v omrezju.

Minimum namenske funkcije

min f(x;;) =10x13 + 7x14 + 23x15 + 26x16 + 12x33 + 9xp4 + 21xp5 + 28xy6

+ 14x34 + 21x35 + 23x36 + 7Xy45 + 12X46
Omejitve - ravnotezni tok vozlis¢

V predstavljenem primeru je ponudba enaka povprasevanju, zato mora biti vsota
koliCine blaga, ki prispe v vozlis¢e, enaka vsoti blaga, ki zapusti vozlisCe. Ali

povedano z drugimi besedami: v notranjih vozli5€ih se blago ne kopici:

[z pripeljanega blaga v i] — [z odpeljanega blaga iz i] = b;

Ce Zelimo minimirati stro$ke transporta v omreZju, bomo s pomogjo linearnega
programa prisli do reSitve, da se po doloCeni povezavi poslje natanko toliko enot,
kot je povprasSevanje v vozliS€u, v katerega vodi povezava in ni€ veC. Zato lahko
namesto zapisane omejitve s strogim enacajem [} pripeljanega blagavi] —
[>. odpeljanega blaga iz i] = b;, uporabimo obliko [Y pripeljanega blagav i] —
[> odpeljanega blaga iz i] = b;. Ker bomo na tem primeru pogledali tudi izpeljavo

dualnega programa, nam bo takSna oblika zapisa omejitev kasneje v pomoc.

Pri pisanju omejitev si lahko sedaj pomagamo z inciden¢no matriko. MnozZimo
vrstico za posamezno vozlis¢e (kjer imamo definiran odnos med vozliS¢em in
povezavami) z definiranimi odloCitvenimi spremenljivkami. Desno stran neenacb v
omejitvah pa predstavlja koli¢ina ponudbe/povprasevanja v vozlis€u, ki smo jo

zapisali v zadnji stolpec matrike.
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Koli€ina blaga, ki zapusti vozliS¢e
1 ne more preseci 90 enot, saj jih
Vozlis€e 1: —X13 — X14 — X35 — X16 = —90 je navoljo samo toliko.

Koli€ina blaga, ki zapusti vozlis¢e
2 ne more preseci 180 enot, saj jih
Vozlis€e 2 —X93 — Xg4 — Xg5 — X3¢ = —180 je navoljo samo toliko.

Vsota blaga, ki vstopi Vv
pretovorno vozli§¢e 3 mora biti
enaka ali vecja vsoti izhoda iz
Vozlisce 3: X13 + Xp3 — X34 — X35 — X3¢ = 0 pretovornega vozliséa, ¢e Zelimo
zadostiti potrebam po enotah na

izhodnem vozlis¢u 5 in 6.

Vsota blaga, ki vstopi v
pretovorno vozliS¢e mora biti
enaka ali vecja vsoti izhoda iz
Vozli$ce 4: X1a + X4 + X34 — X45 — X4 = 0 Ppretovornega vozlis¢a, e zelimo
zadostiti potrebam po enotah na

izhodnem vozliSéu 5 in 6.

Koli¢ina blaga, ki prispe v konéno

vozlis€e 5 je lahko vecja ali enaka
VozlisCe 5: X5 + X5 + X35 + Xx45 = 135 povprasevanju — da zadosti

potrebam po povprasevanju.

Koli€ina blaga, ki prispe v konéno
A vozlis€e 6 je lahko vecja ali enaka
Vozlis¢e 6: X16 T Xp6 T X3 + X6 = 135 . ) .

povprasevanju — da zadosti

potrebam po povprasevanju.

Pogoj nenegativnosti
xij=0;i=123,4inj=3,45,6
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1.3.1 ReSevanje vozlis€a in lokalnih povezav s pomo¢jo racunalniSkega

programa LINGO

V program LINGO vnesemo linearni program v sintaksi programa:

. |
!Namenska funkcija;

min = 10*x13+ 7*x14 + 23*x15 + 26*x16+ 12*x23+9*x24 + 21*x25
+ 28*x26+ 14*x34 + 21*x35 + 23*x36+ 7*x45 + 12*x46;
'0mejitve;

-x13- x14 - x15 - x16 >= -90;

-x23- x24 - x25 - x26 >= -180;

x13+ x23 - x34 - x35 - x36 >= 0;

x14+ %24 + x34 - x45 - x46 >= 0;

x15+ x25 + x35 + x45 >= 135;

xl6+ x26 + x36 + x46 >= 135;

Porodilo o resitvi'® za model vozli§c¢a in lokalnih povezav:

|
Global optimal solution found.

Objective value: 4815.000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 10
Elapsed runtime seconds: 0.03
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

X13 0.000000 12.00000

X14 90.00000 0.000000

X15 0.000000 9.000000

X16 0.000000 7.000000

X23 0.000000 12.00000

X24 180.0000 0.000000

X25 0.000000 5.000000

X26 0.000000 7.000000

X34 0.000000 5.000000

X35 0.000000 5.000000

X36 0.000000 2.000000

X45 135.0000 0.000000

X46 135.0000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 4815.000 -1.000000

2 0.000000 -2.000000

3 0.000000 0.000000

4 0.000000 0.000000

5 0.000000 -9.000000

6 0.000000 -16.00000

7 0.000000 -21.00000

16 Splution Report
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Optimalna reSitev za dani problem znasSa 4.812 € in pomeni minimalni stroSek
transporta enot blaga po poti skozi omreZje tako, da zadosti potrebam
povpraSevanja v vozli€ih 5 in 6. Pot in koli€ine za transport enote blaga, da bo
stroSek transporta minimalen, so sledece:

¢ 90 enot blaga naj prepeljejo iz vozliS€¢a 1 do vozliS¢a 4;

e 180 enot blaga naj prepeljejo iz vozlis€a 2 do vozlis€a 4;

e 0d vozlis¢a 4 do vozlis€a 5 se bo peljalo 135 enot blaga;

e in prav tako iz vozliS€a 4 do vozlis€a 6 135 enot blaga.

Ob taksni distribuciji blaga bo stroSek transporta najnizji.

Reducirani stroSek predstavlja spremembo optimalne vrednosti namenske
funkcije, e se spremeni pogoj spremenljivke (oziroma povezave), ki ni vklju¢ena
v kon€no resitev iz 0 na 1. V tem primeru se ta spremenljivka pojavi kot del resitve.
Preverimo kaj se zgodi, ¢e Zelimo vozliS¢e 3 vkljuciti v reSitev oz. Zelimo, da se
vsaj ena enota blaga prepelje skozi vozlis¢e 3. V ta namen spremenimo pogoj
nenegativnosti spremenljivke x;; tako, da pove¢amo desno stran neenacbe za 1

enoto: x;3 > 1.

Sintaksa zapisa linearnega programa je enaka kot v prejSnjem primeru, z
vklju€enim dodatnim pogojem x;; = 1. lzpis LINGO reSitve v primeru, da Zelimo

x13 VKIjuciti v reSitev:
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Global optimal solution found.
Objective value:
Infeasibilities:

Total solver iterations:
Elapsed runtime seconds:

Model Class:

Variable
X13
X14
X15
X1l6
X23
X24
X25
X26
X34
X35
X36
X45
X46

o
O
=

O J oy Ul WwWwN

Vrednost namenske funkcije se je spremenila za 14 €, spremenljivki x;3 in x5 pa

4829.000

0.

1.

000000
10
0.04

LP

Value
000000

89.00000

0.
0.
0.

000000
000000
000000

180.0000

0.
.000000
.000000
.000000
.000000

[eNeoNe)

1

000000

135.0000
134.0000

Slack or Surplus

4829.000

0.
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

[eNoNeoNoNeNe)

000000

Reduced Cost

0.
0.
9.
7.

000000
000000
000000
000000

14.00000

0.
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

O OO WWwJwu

000000

Dual Price

-1.
-4.
-2.

0.
-11
-18

000000
000000
000000
000000
.00000
.00000

-23.00000

-14

.00000

sta del reSitve. Ker gre za omrezje (ohranjanje pretoka skozi vozlis¢a) povisanje

vrednosti spremenljivke x;5 za 1 enoto posledicno pomeni tudi poviSanje ene

izmed spremenljivk, ki izhajajo iz vozlis€a 3. Tako, da je skupna vrednost, za katero

se bo spremenila optimalna vrednost namenske funkcije, vsota reduciranih

stroskov tistih spremenljivk, ki so se poviSale za 1 enoto.

Reduciran stroSek spremenljivke x;5 je enak 12 €, spremenljivke x34 pa 2 €, kar je

to¢no toliko, za kolikor se je poviSala vrednost namenske funkcije z dodatnim

pogojem. V novi resitvi se pojavita tudi povezavi (1,3) in (3,6) po katerih se prepelje

1 enota blaga. Bolj podrobno analizo si bomo pogledali v nadaljevanju.
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1.3.2 Dualni problem in analiza obé¢utljivosti'’

Resitev linearnega programa lahko poda ve€ informacij o modelu ali problemu kot
zgolj vrednosti odloCitvenih spremenljivk in optimalne vrednosti namenske

funkcije. Vsakemu linearnemu programu lahko priredimo dualni program.

Analiza dualnega linearnega problema lahko poda tudi informacije o tem, za koliko
se lahko spremenijo vrednosti koeficientov namenske funkcije brez spremembe

optimalne reSitve. V nadaljevanju bomo primeru 60 priredili dualni linearni problem.

V dualnem programu uvedemo dualne spremenljivke, ki so vezane na vozlis¢a in
jih oznaCimo z u;. Poglejmo povezavo med vozliS¢em 1 in vozlis¢em 3. Sencna

cena'® za vozlice 1 je u, in za vozlisce 3 je us.

Tabela s podatki za dualni linearni program primera 1:

Sencne | xy3 | X14 | X15 | X16 | X23 | X24 | X25 | X26 | X34 | X35 | X36 | Xa5 | Xa6 b

cene
Uy -17-1|-1(|-1]0 0 0 0 0 0 0 0 0| =-90
U, 0 0 ojo|-1}|-1|-1}-1]0 0 0 0 0 |=-180
Uz 1 0 010 1 0 0 O|-1}-1-1/0 0 >0
Uy 0 1 010 0 1 0 0 1 0 O |-1]-1 >0
Us 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 > 135
Ug 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 > 135

Cena |10 | 7 |23 |26 (12| 9 |21 |28 |14 |21 |23 | 7 |12

v tabeli u;; i =1, ...,6 predstavlja senéno ceno toka blaga pri doloéenem vozliS¢u

v omrezju. Vsako vozliS¢e ima svojo sencno ceno.

V primeru dualnega linearnega programa zelimo maksimirati skupno povecanje
(akumuliranje) senne cene Vv omrezju (vrednost pretoka v omrezZju X

sencna cena).

17 Range report
8 Shadow price / Marginal value / Pi value / Dual value
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To dobimo z razliko senéne cene toka transporta ob izhodu iz omrezja (135us +
135ug) in senne cene transportnega toka na vhodu v omrezje (90u, + 180u,).
Skupna vrednost sencne cene pretoka v omrezju je enaka:

135us + 135u¢ — 90u; — 180u,.

Za vsako povezavo v omrezju doloimo dualne omejitve. Pomembno nacelo
izCrpavanja vrednosti pravi, da mora biti sen¢na cena, ob vsakem pozitivnem toku

v omreZzju, v celoti izCrpana s transportnim stroSkom 1 enote.

Po nacelu iz€rpavanja vrednosti lahko zapiSemo: u; < u; + 10 ali —u; + u; < 10.
Sencna cena v vozlis¢u 3 ne more preseci vsote sencne cene vozlis€a 1 in cene
za transport 1 enote materiala od vozli$¢a 1 do vozliéa 3. Ce obstaja pozitiven tok
med dvema vozlis¢ema (1,3), potem je sen¢na cena v vozliS€u 3 natanko enaka
sencni ceni vozlis€a 1 plus transportnim stroSkom ene enote materiala med

vozlis¢ema — takrat doseZzemo prelomno tocko, kjer pokrijemo stroske transporta.

Sploéni zapis za omejitve dualnega programa:

—U; + u]' < Ci.

Kadar v osnovnem linearnem problemu iS¢emo minimum stroSkov, v dualnem
programu maksimiramo vrednosti. Dualni linearni program za dano omrezZje je

torej:

maxw(uy;) = 135us + 135ug — 90u; — 180u,
10

—uU+ uy, <7

—u; + us <23

—u; + ug <26

12

pri omejitvah:  —u; + us

IA

IA

—u2 + u3

—u2 +

<
S
IA

—U,; + us

IA
™

—Uy; + Ug

IA
= N N O
—

IA
S

_u3 + u4_
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—uz + us <21
—uz + ug <23
—Uy+ us <7
—Uy + ug <12

ulru2u3ru4, Us, Ug = 0

Z namensko funkcijo smo dolodili, da Zzelimo maksimirati skupno vrednost sen¢ne
cene preko omreZja ob pogojih, da se viSanje sen¢ne vrednosti izCrpava iz cene
transportal enote po povezavi ter pogoja nenegativnosti. Sencna cena ne more
biti negativna. Lahko je 0 in sicer v primeru, ko se blago kopici v kakdnem vozlis¢u

in tam nastane nezelen presezek.

lz osnovnega programa smo ugotovili, da so aktivne le povezave
(1,4),(2,4), (4,5), (4,6). Izklju€no in samo vzdolz teh povezav je seStevek sencne
cene enote prepeljanega blaga enaka stroSkom prepeljanega blaga na enoto.
Vzdolz vseh ostalih povezav bo seStevek sencne cene enote nizji od stroSkov
transporta enote, zato se hipoteticnemu posiljatelju ne bo zdelo vredno oprauviti

prevoza vzdolZ teh povezav.

Tako je sencna cena vzdolz povezave (1,4) enaka 7, vzdolz povezave (2,4) enaka

9, vzdolz povezave (4,5) je enaka 7 in vzdolz povezave (5,6) je enaka 12.

Izkaze se, da pod temi pogoji opiSemo le veCanje sencne cene enote blaga vzdolz
vsake od teh povezav v omrezju in ne absolutne senéne cene. Oznacimo senéno

vrednost enote pri vozliS€u 2 z a, ki predstavlja poljubno pozitivho vrednost.

Ce imamo v vozli§éu 2 neko senéno ceno a in ob enem ceno transporta na enoto
po povezavi (2,4) enako 9, potem je absolutna sen¢na cena pri vozlis¢u 4 enaka
a + 9. Sedaj izhajamo iz vozli§éa 4 do vozliéa 1 po povezavi (4,1). Ce je senéna
cena vozlis€a 4 enaka a + 7 in je stroSek na enoto povezave (4,1) enak 7, potem
je sencna cena pri vozliS¢u 1 enaka a + 7 — 5 = a + 2. Podobno dolo¢imo senéne

cene pri vozlis€ih 5 in 6, ki sta enakia + 16 in a + 21.
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Tako je optimalna vrednost dualnega programa enaka:
—90(a + 2) —180a + 135(a + 16) + 135(a + 21) = 4815

Za izhodno sencno ceno enote blaga, s pomocjo katere racunamo vrednosti v vseh

vozlis€ih omrezZja, lahko poljubno izberemo katerokoli izmed izvornih vozIlis¢.

|z zapisane enacbe vidimo, da se konstanta a izni€i in jo lahko izpustimo. Vidimo,
da je optimalna vrednost primarnega linearnega programa enaka optimalni
vrednosti dualnega programa. Upostevano je nacelo iz€rpavanja vrednosti:
skupno povecanje sencne vrednosti preko celotnega omreZja je enako skupnim

stroSkom prevoza v omreZzju.

1.3.3 ResSevanje dualnega programa s pomoc¢jo programa LINGO

Sintaksa dualnega problema v programu LINGO je sledeca:

I ——
!Namenska funkcija;

max = 135*ub+ 135*u6- 90*ul- 180*u2;

'0mejitve;
-ul+u3<=10;
-ul+ud<=7;
-ul+ub<=23;
-ult+u6<=26;
-u2+u3<=12;
—u2+u4d<=9;
—-u2+ub<=21;
-u2+u6<=28;
-u3+ud<=14;
-u3+ub<=21;
-u3+u6<=23;
—ud+ub<=7;

-ud+u6<=12;
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V prvi vrstici je zapisana namenska funkcija ter v naslednjih vrsticah vse omejitve

danega problema.

Porocilo o resitvi dualnega programa:

- ______________________________________
Global optimal solution found.

Objective value: 4815.000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 4
Elapsed runtime seconds: 0.04
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

U5 16.00000 0.000000

Uo6 21.00000 0.000000

Ul 2.000000 0.000000

U2 0.000000 0.000000

U3 0.000000 0.000000

U4 9.000000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 4815.000 1.000000

2 12.00000 0.000000

3 0.000000 90.00000

4 9.000000 0.000000

5 7.000000 0.000000

6 12.00000 0.000000

7 0.000000 180.0000

8 5.000000 0.000000

9 7.000000 0.000000

10 5.000000 0.000000

11 5.000000 0.000000

12 2.000000 0.000000

13 0.000000 135.0000

14 0.000000 135.0000

Vrednost namenske funkcije: je enaka kot vrednost namenske funkcije
primarnega linearnega programa. Senfne cene posamitne omejitve, ki so
nastopale v osnovnem linearnem programu so enake vrednostim odlocitvenih

spremenljivk dualnega programa u,, u,,us in uy,.

Senc¢na cena predstavlja spremembo vrednosti optimalne namenske funkcije ob

spremembi 1 enote resursa, ki je v danem primeru koli€ina prepeljanih enot blaga.

Ce pogledamo na sistem kot na celoto vidimo, da se senéna cena v zaporednih
vozlis€ih povecuje tocno za visSino transportnih stroSkov na enoto blaga po tej poti.
Pri interpretaciji rezultatov dualnega problema vidimo, da se optimum namenske

funkcije, ob povec€anju pretoka blaga skozi sistem za 1 enoto, spremeni to¢no za
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razliko sencne cene koncnega vozlis€a in sentne cene zaCetnega vozlis€a, skozi
katerega je potovala ta dodatna enota blaga, kar pa je ekvivalentno skupnim

stroSkom na enoto blaga po tej isti poti.

Ce bi se povedala koli¢ina vhodnega blaga na vozli§éu 1 za 1 enoto, in obenem
koliCina zahtevanega blaga na vozliSCu 5 za eno enoto, bi se prvotna optimalna
vrednost namenske funkcije poviSala za u5- ul, kar je 18€/enoto blaga —
4 €/enoto blaga kar je enako 14 €/enoto blaga. Skupni stroSki in vrednost

namenske funkcije bi se povisali z 4.815 na 4.829 €.

Skupni stroski transporta blaga po danem omreZju bi se povisali za 14 €, Ce bi
transportirali dodatno enoto skozi omrezje preko vozlis¢a 1 in 5, medtem ko ostane

koli€ina prepeljanega blaga iz vozlis€a 2 do vozlis€a 5 in 6 nespremenjena.

1.3.4 ReSevanje modela vozliséa in lokalnih povezav s pomog¢jo programa

Excel

Poglejmo Se reSevanje primera modela vozliS€a in lokalnih povezav s
programskim orodjem Excel. Pripravimo inciden¢no matriko problema. Pripravimo
enacbe za omejitve toka skozi vozlis€a, definiramo namensko funkcijo problema

in pripravimo tabelo za vpis reSitve problema.

Slika 10: Podatki modela v orodju Excel

A B C D E F G H | J K L M N o P
ozliste/Povezava x13 x14 x15 x16 x23 x24 x25 x26 x34 x35 x36 x45 x46 b
4 1 1 1 =SUMPRODUCT(B2:N2;$BS9:5NS9)  -90
1 1 1 1 =SUMPRODUCT(B3:N3;$BS9:5NS9)  -180
=SUMPRODUCT(B4:N4;5BS9:5NS9) 0
1 1 1 -1 -1 =SUMPRODUCT(B5:N5;$B$9:5NS9) 0
1 1 1 1 =SUMPRODUCT(B6:N6;$BS9:5NS9) 135
6 1 1 1 1 =SUMPRODUCT(B7:N7;$BS9:5NS9) 135
Cena enote blaga 10 7 23 26 12 9 21 28 14 21 23 7 12
Vrednost spremenljivke

<

[F R SR
p-y
=
=
oS

1
2
3
4
5
6
i
8

©

10
11 Vrednost namenske funkcije  =SUMPRODUCT(B8:N8;B9:N9)
12
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Slika 11: Vnos parametrov v ReSevalnik

Parametri reevalnika X
Nastavi cilj: SBS11 53]
Za: O Maks @® Min (O Vrednost od:

S spreminjanjem celic s spremenljivkami:

SBS9:SNS9 =
Zadeve v omejitvah:
[sBs9:sNS9 >= 0

[5052:5057 > = $Ps2:5PST Doda

Spremeni

Izbridi

Ponastavi vse

NalozZi/shrani

Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne

Izberite metodo Simpleksno linearno programiranje V. Moznosti

resevanja:

Metoda resevanja

Za probleme reSevalnika, ki so gladko nelinearne izberite mehanizem »Nelinearni GRG«. Za
linearne probleme reievalnika izberite mehanizem »Simpleksno linearno programiranje«, za
probleme resevalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijskis«.

Kot cilj nastavimo celico B11, ki predstavlja namensko funkcijo in ozna¢imo, da
Zelimo poiskati minimum te funkcije ob pogojih, ki so definirani v celicah O2:07 in
P2:P7. Pogoje definiramo v »zadeve v omejitvah«. Kot levo stran omejitev
oznacimo obseg O2:07, kjer vsaka celica predstavlja seStevek vhodnih in izhodnih
povezav vsakega vozliS¢a. Na primer, v celici O2 je zapisana vrednost, ki je
ekvivalentna matematiCnemu zapisu —x;3 — x4 — X35 — x16. Nato oznacimo
ustrezen neenacaj, ki je v tem primeru > ter dodamo desno stran omejitvenih
neenacb, ki jo preberemo iz obsega P2:P7. Tako se npr. omejitev za vozlisCe 1,
glasi: —x13 — x14 — X415 — x16 = —90. V reSevalniku izberemo metodo reSevanja,

simpleksno linearno programiranje.

Slika 12: ReSitev Hub and spoke modela v Excelu

A B G D E F G H | J K L M N O P
1 Vozlis¢e/Povezava x13 x14 x15 x16 x23 x24 x25 x26 x34 x35 x36 x45 x46 b
2 1 -1 -1 -1 -1 90 -90|
3 2, 1 1 1 01 -180 -180
4 3 1 1 -1 -1 -1 0 0
5 4 1 1 1 -1 -1 0 0
6 5 1 1 1 1 135 135
7 6 1 1 1 1 135 135
8 Cena enote blaga 10 7 23 26 12 9 21 28 14 21 23 7 12
9 Vrednost spremenljivke 0 90 0 0 0 180 0 0 0 0 @1 135 135
10
11 Vrednost namenske funkcije 4815

an
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Vrednosti odloCitvenih spremenljivk so izpisane v rumenem razdelku, vrednost
namenske funkcije ob taksSnih vrednostih pa v celici D11. V vozliSCe 4 se iz vozliS€a
1 transportira 90 enot materiala in iz vozlis€¢a 2 180 enot materiala. Iz vozlis€a 4
se v vozlisCe 5 transportira 135 enot materiala in v vozliS€e 6 135 enot materiala.
Ob tem bodo transportni stroski 4.815 €.

Poglejmo Se reSevanje dualnega programa modela vozliS¢a in lokalnih povezav v
Excelu. Uvedemo dualne spremenljivke za vsako vozliS€e. Omejitve zapiSemo po
nacelu iz€rpavanja vrednosti, kar pomeni, da je dualna cena naslednjega vozliS¢a
manjSa ali enaka seStevku dualne cene predhodnega vozlis€a in transportnih
stroSkov enote transportiranega blaga po tej povezavi. V tem primeru Zelimo

maksimirati senc¢no vrednost transportiranega materiala znotraj omrezja.

Slika 13: Dualni program modela vozli§€a in lokalnih povezav s programskim orodjem Excel

A B i D E F G H I
1 ul u2 u3 ud us ub Cena Omejitve
2 s -1 1 10 =SUMPRODUCT(B2:G2;$8$18:3G$18)
3 x14 -1 1 ¥ =SUMPRODUCT(B3:G3;$B$18:$G$18)
4 x15 -1 1 23 =SUMPRODUCT(B4:G4;$B5$18:3G518)
5 x16 -1 1 26 =SUMPRODUCT(B5:G5;$8$18:3G$18)
6 x23 1 1 12 =SUMPRODUCT(B6:G6;$B$18:5G$18)
7 [x24 -1 1 9 =SUMPRODUCT(B7:G7;$B5$18:3G$18)
8 x25 1 1 21 =SUMPRODUCT(B8:G8;$8$18:5G$18)
9 x26 1 1 28 =SUMPRODUCT(B9:G9;$B$18:5G5$18)
10 x34 -1 1 14 =SUMPRODUCT(B10:G10;$8$18:3G$18)
11 [X35 -1 1 21 =SUMPRODUCT(B11:G11;5B$18:3G$18)
12 |x36 -1 1 23 =SUMPRODUCT(B12:G12;$B$18:5G$18)
13 |x45 -1 1 7 =SUMPRODUCT(B13:G13;$8$18:3G$18)
14 x46 -1 1 12 =SUMPRODUCT(B14:G14;5B$18:5G5$18)
15 |b -90 -180 0 0 135 135
16
17 ul u2 u3 ud us ué

18  Vrednosti odlotitvenih spr

22 Vrednost namenske funkcije =SUMPRODUCT(B15:G15;B18:G18)

Toma? Kramberger in Simona Sinko 27



Fakulteta za logistiko Univerze v Mariboru Optimitacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odloc¢anje

Slika 14: Vnos parametrov v ReSevalnik

Parametri refevalnika X
Nastavi cilj |scs22
Za: ® Maks O Min (O vrednost od: 0 I
S spreminjanjem celic s
|sBs1a:sGs18 &=

Zadeve v omejitvah:
$I152:51514 <= SHS2:SHS14 A

Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne

Izberite metodo

Metoda resevanja
Za probleme re3evalnika, ki so gladko neli izberite i i i GRG«, Za
linearne H ika izberite i i linearno iranje, za
probleme reievalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijski«.

I

Resitev so vrednosti dualnih spremenljivk in vrednost namenske funkcije, ki je

enaka kot vrednost namenske funkcije primarnega linearnega programa.

Slika 15: Resitev dualnega linearnega programa modela vozliS¢a in lokalnih povezav

_1v
-1 1 12 12
0 135 135
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Maksimalna sen¢na vrednost blaga v omrezju je enaka 4.815 €, kar je enako

stroSkom transporta danih enot preko omrezja.
1.4 Problem najkrajse poti®

Na zelo podoben nacin reSujemo tudi probleme najkrajSe poti. V tem primeru
Zelimo poiskati najkrajSo pot od vozlis§€a s do vozlis€a t. V ta namen definiramo
odloCitveno spremenljivko, ki ravno tako predstavlja koliCino blaga, ki ga
transportiramo po povezavi:

X;j = tok od vozlisca i do vozlisca j

Ker Zelimo poiskati najkrajSo pot med vozliS¢i v omrezju, potrebujemo funkcijo
razdalje. To zapiSemo kot vsoto produktov dolZine poti (c;;) in koliCine blaga, ki bo

prepeljana po poti ¢;; - x;;:

min f (x;;) = Z CijXij
za vse poti (i,j)

Pri problemu najkrajSe poti predpostavimo, da posljemo skozi omrezje le 1 enoto
materiala ali storitve. Predpostavimo, da imamo na izvornem vozliS¢u (ponudba) -
1 enoto in na izhodnem vozliS€u (povprasevanje) +1 enoto, vsa ostala pretovorna
vozlis¢a v omrezju pa nimajo niti povprasevanja niti ponudbe (povprasevanje = 0;

ponudba = 0).

Odlocitvene spremenljivke lahko v optimalni reSitvi zavzamejo le binarni vrednosti
(0 ali 1), za kar je potrebno uvesti dodatne omejitve, ki bodo zagotovile binarnost

odlocitvenih spremenljivk.

Primer 2:
Oseba planira potovanje z letalom. Potovanje bo zacela na letaliS€u, ki ga
predstavlja vozlis¢e 1, njen koncni cilj pa je letaliSCe, ki ga predstavlja vozlis¢e 6.

LetalisCe ne omogoCa direktnega leta, temveC z razli¢cnimi prestopi. Preden

19 Shortest path problem
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rezervira let zeli ugotoviti, kateri let bi predstavljal najkrajSo pot. Na sliki 16 so

predstavljena letaliSCa in razdalje med njimi.

Slika 16: Problem najkrajse poti

1 25
145

Oseba v vozlis¢u 1 predstavlja ponudbo, v vozlis€u 6 pa predstavlja

700

+1

povprasevanje. Vozlis¢e 1 je tako izvor, kjer je ponudba prirejena na 1 enoto.
Vozlis€e 6 je ponor s povprasevanjem po 1 enoti. Ker imajo vsa ostala pretovorna
vozliS€¢a ponudbo in povprasevanje enako 0, bo zagotovo ta 1 enota iz vozlis¢a 1

pripotovala do vozli§&a 6. Zelimo minimirati prepotovano pot.

Odlocitvene spremenljivke:

x;j = Stevilo prepotovanih enot po povezavah

V primeru problema najkrajSe poti lahko odlocitvena spremenljivka x;; zavzame
binarne vrednosti (0, 1), saj je samo 1 enota nekega materiala na vhodu v omrezje.
Tista odlocitvena spremenljivka, ki predstavlja pot, po kateri se bo ta enota
transportirala, bo zavzela vrednost 1, ostale odloCitvene spremenljivke, Ki

predstavljajo pot, po kateri enota materiala ne bo potovala, zavzamejo vrednost 0.
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Na osnovi omrezja na sliki najprej zapiSimo inciden¢no matriko, ki bo osnova za

linearni program.

X12 X13 X14 X24 X27 X35 X46 Xs54 X67 b
1 -1 -1 -1 -1
2 1 -1 -1 0
3 1 -1 0
4 1 1 -1 1 0
5 1 -1 0
6 1 -1 0
7 1 1 1
d 825 700 412 523 145 325 125 485 41

Ker Zelimo poiskati najkrajSo pot med vozlis€i v omrezju, bomo minimirali funkcijo

razdalje.

Minimum namenske funkcije:

min f(x;;) = 700x;3 + 412x14 + 825x1; + 325x35 + 485x5, + 523x4, + 145x5,;

Omejitve:

+ 125x46 + 41x75

Omejitve ravnovesja pretoka v vozliS€ih so sledece:

Vozlisée 1:
Vozlisée 2:
Vozlisée 3:
Vozlisée 4:
Vozlis¢e 5:
Vozlis¢e 6:

Vozlisée 7:

—X13 = X124 — X2 = —1
X1z + X4 = %27 =0

X13 — X35 = 0

X14 + X54 — X4 — X4 = 0
X35 — X54 = 0

Xg6 +X76 =1

Xo7 — X76 = 0

Ter pogoj za birnarnost stevil: x;; € {0,1}
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1.4.1.1 ReSevanje problema najkrajSe poti s programom Excel

Priprava podatkov in zapis inciden¢ne matrike v Excelu:

Slika 17: Priprava podatkov v Excelu

A B C D E F G H 1

K L

1 Povezave x13  x14 x12  x35 x54 x42 x27 x46 x76

2 | Vrednost spremenljivk Minimalna razdalja

3 |Razdalja 700 412 825 325 485 523 145 125 41 =SUMPRODUCT(B2:J2;B3:)3)

4

5 Incidenéna matrika b
6 |Vozlisce 1 -1 -1 -1 =SUMPRODUCT(B6:16;5B$2:51$2) -1
s IVOZ|i§Ee 2 1 14 -1 =SUMPRODUCT(B7:J7;$B$2:5)$2) 0
8 |Vozlisce 3 1 -1 =SUMPRODUCT(B8:18;5B$2:51$2) 0
9 |Vozlisce 4 1 1 -1 -1 =SUMPRODUCT(B9:19;$B$2:5J$2) 0
10| Vozlisée 5 d, -1 =SUMPRODUCT(B10:110;5BS$2:5J$2) 0
11| Vozlisce 6 1 1 =SUMPRODUCT(B11:J11;$B$2:5J$2) 1
12 | Vozlisée 7 1 -1 =SUMPRODUCT(B12:112;5B$2:5J$2) 0

13

V celicah v obsegu B3:J3 so zapisane razdalje med vozlis¢i. V celicah v obsegu

B2:J2 so navedene odlocCitvene spremenljivke. Namenska funkcija je zapisana v

celici K3 in predstavlja vsoto produktov razdalj med vozliS€i in korespondencnih

spremenljivk na tej povezavi. V celicah v obsegu L6:L12 so zapisane koli€ine v

povprasevanju in ponudbi in predstavljajo desne strani omejitvenih neenacb.

Celice v obsegu K6:K12 so leve strani omejitvenih neenacb. Polja v obsegu B6:J12

predstavljajo incidenéno matriko.

V vrstici 2 je pripravljena tabela za izpis vrednosti odlo€itvenih spremenljivk. Te

lahko zavzamejo vrednost samo 0 ali 1. V primeru, da odloCitvena spremenljivka

zavzame vrednost 1, bo ta povezava del reSitve problema, v nasprotnem primeru

pa povezava ne bo del reSitve problema.
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Slika 18: Parametri ReSevalnika

Parametri resevalnika X
Nastavi cilj: sks3| 23
Za: O Maks ® Min O Vrednost od:
S sprs celic s spr
$BS2:5)52 3

Zadeve v omejitvah:

SBS2:5152 >= 0 =
SKS6:SKS12 > = SLSESLS12 Gl

Spremeni

Izbrisi

Ponastavi vse

NaloZi/shrani
Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne
Izberite metodo Simpleksno linearno programiranje ¥ Moznosti

resevanja:

Metoda reievanja

Za probleme reievalnika, ki so gladko nelinearne izberite mehanizem »Nelineami GRG. Za
Ll 3 25

linearne izberite linearno pi , Za
probleme resevalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijski«.
Pomo =

Kot cilj vnesemo celico K3, v kateri je zapisana namenska funkcija. Zelimo poiskati

minimum namenske funkcije.

V naslednje prosto mesto vnesemo obseg celic, kjer so zapisane odlocitvene

spremenljivke ter dodamo omejitve.

Slika 19: Resitev problema najkrajsSe poti

A B c D E F G H I J K
1 Povezave x13 x14 x12 x35 x54 x42 x27 x46  x76
2 |Vrednost spremenljivk 0 1 0 0 0 0 0 1 0 Minimalna razdalja
3 |Razdalja 700 412 825 325 485 523 145/ 125 41 537

Najkrajsa pot od vozliS€¢a 1 do vozlis€a 6 je preko vozlis€a 4 in znasa 537 enot. V
reSitvi se pojavita odlocitveni spremenljivki x;, in x;,. Obe zavzameta vrednost 1,
medtem ko so vse ostale odlogitvene spremenljivke problema enake 0. Ce to

reSitev vstavimo v namensko funkcijo, dobimo:

f(x;;)=700-0+412-1+825-0+325-0+485-0+523-0+145-0+125-1
+41-0 =537

NajkrajSa pot v omrezju od vozliS€¢a 1 do vozlis€a 6 znasa 537 enot.
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1.4.1.2 ResSevanje problema najkrajSe poti s programom LINGO

Prikazimo Se resitev problema najkraj$e poti s programom LINGO:

|
!Namenska funkcija;

min=700*x13+412*x14+825*x12+325*x35+485*x54+523*x42+145*x2
T+125*x46+41*x76;

'Omejitve;
[Vozlisce 1] -x13 - x14 - x12 = -1;
[Vozlisce 2] x12 + x42 - x27 = 0;
[Vozlisce 3] x13 - x35 = 0;
[Vozlisce 4] x14 + x54 - x42 - x46 = 0;
[Vozlisce 5] x35 - x54 = 0;
[Vozlisce 6] x46 + x76 = 1;

[ ]

Vozlisce 7] x27 - x76 = 0;

Zapisali smo namensko funkcijo, ki jo Zzelimo minimirati ob pogojih ravnovesja

pretoka skozi vsako vozlis€e. Pretok je omejen z vrednostjo 0 ali 1.

Porocilo o resitvi problema najkrajSe poti:

]
Global optimal solution found.

Objective value: 537.0000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0
Elapsed runtime seconds: 0.03
Model Class: LP
Variable Value Reduced Cost

X13 0.000000 0.000000

X14 1.000000 0.000000

X12 0.000000 474.0000

X35 0.000000 0.000000

X54 0.000000 1098.000

X42 0.000000 584.0000

X217 0.000000 0.000000

X46 1.000000 0.000000

X76 0.000000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 537.0000 -1.000000

VOZLISCE 1 0.000000 0.000000

VOZLISCE 2 0.000000 -351.0000

VOZLISCE 3 0.000000 -700.0000

VOZLISCE 4 0.000000 -412.0000

VOZLISCE 5 0.000000 -1025.000

VOZLISCE 6 0.000000 -537.0000

VOZLISCE 7 0.000000 -496.0000
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Resitev je enaka kot pri Excelu, najkrajSa pot od vozliS¢a 1 do vozli§€a 6 je preko

voziSéa 4 in znaSa 537 enot.

1.5 Problem pretovora

Problem pretovora lahko razumemo kot ve€ fazni transportni problem, kjer je tok

materiala prekinjen vsaj enkrat na poti od izvorne toCke do ponorne tocke.

Velikokrat se sreCamo s konkretnimi problemi, ki zahtevajo, da se material ali tovor
transportira od ponudnika do kon¢ne toCke preko ene ali ve€ vmesnih postaj, tako
da se doseZe minimalne mozne stroSke. Problemi s takSnimi karakteristikami

predstavljajo problem pretovora.

Primer 3:
PRIMER PODJETJA IKEA

Podjetje Ikea Zeli dostaviti »Spring — bed« postelje iz Reykjavika in Osla v ostala
mesta, podana v spodnjem omreZju, po najnizjih stroskih. Kapacitete poti,

povprasevanje in ponudba ter cena prevoza 1 postelje so podane na sliki 20.

Slika 20: Model problema pretovora primer podjetja lkea
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Z rdeCo barvo so podane cene 1 transportirane enote. Vsako vozlis¢e ima prav
tako podane koli¢ine povpraSevanja in ponudbe. Mesti Reykjavik in Oslo sta
izvorni vozlisc€i, od koder se postelje transportirajo v ostala mesta. Reykjavik ima v
ponudbi 120 postelj, Oslo pa 230 postelj. Povprasevanja ostalih mest, v katera je

potrebno transportirati postelje, so predstavljena na sliki 128.

Pri problemu pretovora vedno nastopajo identiCni produkti. Vse postelje, ki jih
podijetje razvaza so enake. Tok in odloCitvena spremenljivka sta torej izrazena v

enotah istega produkta.
Odlo¢itvene spremenljivke:
xij =

Stevilo poslanih postelj od mesta i do mesta j za vsak par medsebojno povezanih mest

Na podlagi znanih podatkov sestavimo inciden¢no matriko.

X13  X14  X24 X326 X35 Xu5 X47  Xsa  Xe7 X76 b

1 -1 -1 -120
2 -1 -1 -230
3 1 -1 28
4 1 1 -1 -1 1 90
5 1 1 -1 90
6 1 -1 1 33
7 1 1 -1 28
c¢j |60 52 335 48,7 20 195 26,54 23 24,2 18,56

Pri zapisu omejitev linearnega programa najprej poglejmo skupno vsoto postel;, ki
so na voljo in kolik§no je skupno povprasevanje ter ponudba v omrezju. Ponudba
je v danem primeru vi§ja od povprasevanja (350 > 269). Velja torej izraz
[>. vhodnih tokov v vozlisce i] — [, izhodnih tokov iz vozlis¢a i] = b;, ki nam bo v

pomoc pri pisanju omejitev.
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Minimum namenske funkcije:
min f(x;;) = 60xy3 + 52x14 + 33,5%54 + 48,7x56 + 20x35 + 19,5x45 + +26,54x,;
+ 23x54 + 24,2x4, + 18,5674

Omejitve:
Omejitve, ki se nanasajo na ravnovesni tok vsakega vozliS¢a, ob upostevanju

povpraSevanja in ponudbe, lahko zapiSemo v dveh razlicnih oblikah.

Vozlisce 1:

X13 + x14 S 120

Koli€ina postelj, ki jih podjetje izvozi iz vozlis€a 1, je lahko manjSa ali kveCjemu
enaka koliCini, ki jo imajo na razpolago v vozliS¢u 1. To omejitev lahko zapiSemo
tudi v drugi obliki. Ker je skupna ponudba v omrezZju vecja od povprasSevanja to
naredimo v obliki

[>. vhodnih tokov v vozlisce i] — [Y, izhodnih tokov iz vozlis€a i] = b;:

0-— X13 — X14 > —120

kjer O predstavlja tok v vozlis€e 1 - x,; (saj v vozliS€e 1 ne transportiramo postel))
in spremenljivko v zapisu lahko opustimo, ostali dve spremenljivki pa predstavljata
tok iz vozlis¢a 1. Ponudba v vozlis¢u 1 je enaka 120 enotam. V nadaljevanju
zapiSemo omejitve za vsako vozliS€e iz modela in sicer na nacin, predstavljen v
drugi obliki.

Vozlisce 2: 0 —xp4 — Xp6 = —230

Vozlis¢e 3: X13 — X35 = 28

VozlisCe 4: X14 + Xp4 + X54 — Xg5 — X47 = 90
VozlisCe 5: X35 + X45 — X54 = 90

VozlisCe 6: X26 + X76 — Xg7 = 33

VozlisCe 7: X47 + X7 — X76 = 28

Ter Se pogoj nenegativnosti odloCitvenih spremenljivk:
x;j=0;i=1,2,3,4,56,7inj=2,3,45,6,7
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Tako smo zastavljen problem prikazali kot problem linearnega programa, ki ga

lahko reSimo s programskim orodjem Excel ali LINGO.

1.5.1 ResSevanje problema pretovora s programom Excel

Zapisemo podatke v primerni obliki na prazen delovni list v Excelu:

Slika 21: Priprava podatkov

A 8 c D 3 F G H 1 J K L
1 |Povezave x13 x14 x35 x54 x45  x24  x47 x26 x67  x76
2 Stevilo prepeljanih postelj Skupna cena
3 [Cena [€] 60 52 20 23 19,5 33,5 26,54487 24,2 18,56 =SUMPRODUCT(B2:K2;B3:K3)
4
5 Inciden¢na matrika
6 Vozlisce 1 -1 -1 =SUMPRODUCT(B6:K6;5B$2:5KS$2) -120
7 |Vozlisce 2 -1 -1 =SUMPRODUCT(B7:K7;5B$2:5KS2) -230
8 |Vozlisce 3 1 -1 =SUMPRODUCT(B8:K8;SB$2:5KS$2) 28
9 |Vozlisce 4 tl i | =1 1 1 =SUMPRODUCT(B9:K9;SB$2:5KS$2) 90
10| Vozlisce 5 1 -1 1 =SUMPRODUCT(B10:K10;5B$2:5K$2) 90
11| Vozlisce 6 1 21 d. =SUMPRODUCT(B11:K11;5B$2:5K$2) 33
12 |Vozlisce 7 1 1 -1 =SUMPRODUCT(B12:K12;$B$2:5K$2) 28

13

V prvo vrstico zapiSemo vse odloCitvene spremenljivke, v vrstico 3 zapiSemo cene

transporta po povezavah med mesti. Polja za Stevilo prepeljanih postelj so prazna

in jih bo zapolnil program z resSitvijo vrednosti odloCitvenih spremenljivk, tako da

bo kon¢na skupna cena transporta najnizja.

V celici L3 je zapisana namenska funkcija. V ta namen smo uporabili funkcijo

SUMPRODUCT, ki jo omogoca Excel.

V celicah L6:L12 in M6:M12 so zapisane omejitve sistema. Tudi tukaj uporabimo

funkcijo SUMPRODUCT.

Tako pripravljene podatke vnesemo v ReSevalnik:
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Slika 22: Parametri reSevalnika

Parametri redevalnika X
Nastavi cilj: SLS3 2.7
Za: O Maks @® Min (O Vrednost od:

S spreminjanjem celic s spremenljivkami:

SBS2:5KS2 g

Zadeve v omejitvah:

SBS2:5KS2 >= 0
SLS6:SLS12 > = SMS6:SMS12

Dodaj

Spremeni

Izbrisi

Ponastavi vse

NaloZi/shrani

Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne

Izbgrite metodo Simpleksno linearno programiranje X Moznosti

redevanja:

Metoda reievanja

Za probleme resevalnika, ki so gladko nelinearne izberite mehanizem »Nelinearni GRG«. Za

linearne probleme resevalnika izberite mehanizem »S 10 linearno prog lje«, za
probleme resevalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijski«.
L an

Ko uredimo vse parametre v Excelovem reSevalniku, program poda resSitev.

Slika 23: ReSitev problema pretovora — primer podjetja Ikea

A B | ¢ D E F G H I T L

1 |Povezave x13 x14 x35 x54 x45 x24 x47 x26 x67 x76

2 »§tevilo prepel 28 11 0 0 90| 197| 28| 33 0 0 Skupna cena
3 Cena [€] 60 52 20 23 19,5 33,5 27 48,7 24,2 18,6 12956,72

Za zagotovitev najnizjih stroSkov transporta postelj pod pogojem, da zadostimo
povpraSevanju in ponudbi v dolo¢enih mestih, je optimalno, da lkea transportira
postelje na sledec¢ nadin:

e 28 postelj iz vozlis€a 1 v vozlis€e 3 (Reykjavik-Troyes);

e 11 postelj iz Reykjavika v Frankfurt;

e 90 postelj iz Frankfurta v Rim;

e 197 iz Osla v Frankfurt, 28 iz Frankfurta v Bukaresto;

e ter 33 postelj iz Osla v Varsavo.

Ob tak8nem transportnem nacrtu bodo skupni stroSki prevoza postelj znaS3ali
12.956,72 €.
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1.6 Problem maksimalnega pretoka

Do sedaj smo obravnavali primere, kjer smo iskali minimum namenske funkcije
(najkrajsi Cas, najcenejSa pot, najkrajSa pot ipd.). V tem poglavju pa bomo
pogledali primer s podroja omreznih pretokov, kjer namensko funkcijo

maksimiramo.

Problem maksimalnega pretoka se po navadi pojavi tam, kjer obstajajo doloCene
kapacitete 0z. zmogljivosti ali omejitve na povezavah med vozliS¢i. Pri takSnih
omreznih pogojih Zelimo maksimirati pretok po teh povezavah, skladno z
omejitvami povezav. Za reSevanje teh problemov obstaja nabor algoritmov, vendar
bomo v tem gradivu problem maksimalnega pretoka pretvorili na problem
linearnega programiranja (omenimo le enega izmed algoritmov za reSevanje

tovrstnih problemov, ki je bil razvit leta 1962. To je Ford — Fulkersonov algoritem).

Primer 4:

Podjetje zeli razposlati maksimalno koli€ino vode na uro iz vozlis€a s do vozliS¢a t
na sliki 24. Na poti od vozliS¢a s do vozliS€a t mora tok vode preckati obe ali
dolo¢eno vmesno postajo u ali v. Povezave med vozlisCi si predstavljajmo kot cevi
razlicnih obsegov, kar omeji koli€ino vode, ki lahko prete¢e po dolo€eni povezavi.
Na vsaki povezavi je zapisana kapaciteta pretoka (koliko litrov vode lahko pretece

po posamezni cevi med dvema vozlis¢ema v eni uri).
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Slika 24: Maksimalni pretok skozi omrezje

10 9

Ker Zelimo ohraniti ravnovesni tok med izvornim vozlis¢em s in ponornim
vozlis¢em t, moramo kreirati navidezno povezavo, ki je usmerjena od vozliS¢a t
do vozlis€a s. Oznacgimo to povezavo z x, (slika 25). Ker pretok preko te povezave
dejansko ni voda, to povezavo imenujemo navidezna povezava. Kasneje bomo

videli zakaj smo uvedli navidezno povezavo.

Slika 25: Ustvarjena navidezna povezava
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Za zapis pretoka vzdolZ povezav uvedimo novo spremenljivko x:
Xij = koli¢ina vode, izrazena v L,

ki pretece v eni uri vzdolZ povezave od vozlis¢a i do vozlisca j

Sestavimo inciden¢no matriko za dano omrezje. Od doslej predstavljenih
incidenénih matrik se matrika pri problemu maksimalnega pretoka razlikuje v tem,
da v vozlis€ih nimamo povprasevanja oz. ponudbe, saj nas zanima le, kolikdna je

najvecja koli€ina vode, ki jo lahko distribuiramo po omrezju glede na kapacitete.

Xsu Xsv Xuv Xut Xvt Xo
S -1 -1 1
u 1 -1 -1
% 1 1 -1
t 1 1 -1
10 12 5 9 3

Ce z x, 0znadimo pretok, ki preteée po navidezni povezavi, potem lahko na osnovi
izreka o ohranitvi pretoka vidimo, da je
X, = vsota pretoka,

ki vstopi v izvorno vozlisCe s in je enaka vsoti pretoka, ki izstopi iz izvornega vozlis¢a s

Formulirajmo linearni program, ki bo poiskal maksimalen pretok vode v eni uri po

omrezju Podjetja z danimi kapacitetami.
Zelimo poiskati maksimalno koli¢ino vode, ki jo lahko distribuiramo po danem
omrezju, torej iSéemo maksimum navidezne poznavezave (kajti ta je enaka koli€ini

vode, ki jo bomo iz vozliS€a s spustili).

max f =x,
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Pri pretoku vode po posameznih povezavah moramo upostevati, da so povezave
omejene s koli¢ino vode, ki lahko te€e po njih. Torej, da je tok po omreZzju sploh
izvedljiv, mora biti koli¢ina preteCene vode v mejah med

0 < pretok vode po povezavi < kapaciteta povezave

0<x, <10
0<x5 <12
0 < xyy, <5 } omejitve s kapaciteto
0<x,: <9
0<x,; <3

Poleg tega pa moramo upostevati tudi izrek o ohranitvi pretoka, ki pravi, da mora

biti koli¢ina vode, ki ste€e v vozliSée, enaka koli¢ini vode, ki iz vozliS€a odtece.

Sedaj lahko vidimo zakaj smo uvedli umetno povezavo v omrezju med vozliséema

t in s. Omogoci nam zapis omejitve o ohranitvi pretoka tudi za vozlis¢i s in ¢.2°

Xog— Xgy — Xgp =0 Ravnotezje tokov v vozliscu s
Xey — Xyt —Xyp = 0 Ravnotezje tokov v vozliscu

Xsp + Xyp — Xy = 0 Ravnotezje tokov v vozlis¢u v
Xyt + Xpe — %9 =0 Ravnotezje tokov v vozliS¢u t

1.6.1.1 ResSevanje problema maksimalnega pretoka s programom Excel

Zapis linearnega programa za maksimalen pretok vode v eni uri od vozlis€a s do
vozlis¢a t bomo izvedli v Excelu, s pomocjo katerega bomo dolocili tudi vrednosti
odlocitvenih spremenljivk tako, da bo namenska funkcija zavzela maksimalno

vrednost. V Excelu najprej zapiSemo podatke v obliki:

20 1zrek o ohranitvi pretoka smo definirani tako, da velja samo za notranja vozliS§¢a, brez izvornega vozlis¢éa s

in ponornega vozlis¢a t, ki imata samo izhodni tok in vhodni tok v vozlis¢e. Ob uvedbi navidezne povezave,

ki je usmerjena od ponora do izvora, zacne tudi za ti dve vozliSCi veljati izrek o ohranitvi pretoka.
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Slika 26: Priprava podatkov v Excelu

A B C D E F
1 Podatki omreZja s podanimi kapacitetami pozamezne povezave
2 V vozlisce
3 Vozlis€es Vozlis¢eu  Vozliscev Vozlisée t
4 Vozlisce s 0 10 12 0
5 Vozliscée u 0 0 5 9
6 Vozlis¢e v 0 0 0 3
7 1z vozlisca Vozlisce t 1000 0 0 0
8

kjer so podane kapacitete vsake povezave med dvema vozliS¢ema. Kapaciteta
povezave od vozliS€a s do vozlis€a u je enaka 10 L/h, v vozliS€e v pa 12 L/h.
Kapaciteta povezave iz vozliS€a u do vozliS¢a v je enaka 5 L/h ter do vozliS¢a t
9 L/h. Kapaciteta povezave, ki vodi iz vozliS¢a v do vozliS¢a t je enaka 3 L/h.
Navidezni povezavi, ki vodi iz kon¢nega vozlis¢a t do zaCetnega vozlis¢a s,

priredimo neko veliko Stevilo, npr. 1000 L/h.

V nadaljevanju kreiramo tabelo za izpis vrednosti odloCitvenih spremenljivk (slika
27).

Celice, ki predstavljajo odloCitvene spremenljivke pustimo prazne, saj jih bo
program zapolnil Sele, ko bo reSil problem. Vsaka izmed celic v obsegu C13:F16
predstavlja odloc€itveno spremenljivko doloCene povezave med dvema vozliS¢ema.
V stolpcu G je zapisana vsota vseh povezav, ki vodijo v dolo¢eno vozlis€e. Na
primer vsota v celici G13 predstavlja koli€ino vode, ki bo v 1 uri odtekla iz vozli€a

S.

V vrstici 17 so zapisane vsote koli¢in vode, ki v 1 uri prite€ejo v dolo€eno vozlisce
po posamicnih povezavah. TakSen zapis bo v nadaljevanju koristil pri zapisu

omejitev problema, po katerem mora biti pritok v vozli§€e enak odtoku iz vozlis¢a.

Maksimalni pretok predstavlja reSitev namenske funkcije pri danih omejitvah. V
konkretnem primeru predstavlja pretok po fiktivni povezavi od vozlis¢a t do

vozliséa s.
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Pripravimo tabelo, kjer definiramo pogoj, ki se nanasa na ravnovesje pretoka skozi

vozliS¢a (vhodni tok v vozliS€e mora biti enak izhodnemu toku iz vozliS¢a).

Slika 27: Priprava podatkov za reSevanje v Excelu

B c

D

E

Podatki omreZja s podanimi kapacitetami pozamezne povezave

F

G

2 Vvozliste
3 Vozlisée s Vozlisée u Vozlisce v Vozlisce t
4 Vozlis¢es 0 10 12 0
5 Vozlis¢eu 0 0 5 9
6 Vozlis¢ev 0 0 0 3
7 1z vozlidca Vozlis¢e t 1000 0 0 0
8
9
10 Tabela resitev LP
1 V vozlisée 3 iz vozlis¢a
12 Vozlisce s Vozlisée u Vozlisce v Vozliste t
13 Vozlis¢es 0 0 0 0 =SUM(C13:F13)
u| . Vozlis¢eu 0 0 0 0 =SUM(C14:F14)
1z vozlis¢a e
15 Vozlistev 0 0 0 0 =SUM(C15:F15)
16 Vozlis¢et 0 0 0 0 =SUM(C16:F16)
17 |3 v vozlisce =SUM(C13:C16) =SUM(D13:D16) =SUM(E13:E16) =SUM(F13:F16)
18
Razlika med 3 v
Povezava ¥ vvozliste Y iz vozliséa vozlisée in ¥ iz Omejitev kapacitet

19
20
21
22
23

Vozlis¢e s =C17
Vozlis¢e u =D17
Vozlis¢ev =E17
Vozlis¢et =F17

=G13
=G14
=G15
=G16

vozliséa

=C20-D20
=C21-D21
=C22-D22
=C23-D23

olololo

Maksimalni pretok =C16

Tako zastavljen problem reSimo s pomocjo orodja ReSevalnik. Pod omejitve

definiramo, da odlocCitvene spremenljivke ne morejo biti vecje od danih kapacitet

sistema (oznacgimo celotno tabelo s spremenljivkami in dodamo pogoj, da mora biti

manjsa ali kveCjemu enaka tabeli s kapacitetami). Kot metodo reSevanja izberemo

simpleksno linearno programiranje.
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Slika 28: Parametri reSevalnika

Parametri reevalnika

Nastavi cilj:

$153|

Za:

® Maks O Min

(O Vrednost od:

S spreminjanjem celic s spremenljivkami:
SCS13:5FS16

Zadeve v omejitvah:

SCS13:5FS16 <= SCS4:SFS7
SES20:SES23 = $GS20:5GS23

Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne

B

Dodaj
Spremeni

Izbrisi

Ponastavi vse

Nalozi/shrani

Izberite metodo 10 linearno pi je it Moznosti
resevanja: =
Metoda resevanja
Za probleme res ika, ki so gladko r izberite i GRG«. Za
linearne probleme re3evalnika izberite mehanizem »Si linearno pi iranje«, za
probleme reievalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijski«.

Excel izpiSe vrednosti spremenljivk v tabelo, kjer so definirane odloCitvene

spremenljivke sistema.

1

A

B

Slika 29: ReSitev

e D E ‘ F

[ TR N

w oW N o

| Podatki omreZja s podanimi kapacitetami pozamezne povezave

V vozlisce
Vozlis¢es Vozlis¢eu Vozliséev Vozliscet Maksimalni pretok 12
Vozlisce s 0 10 12 0
Vozlisée u 0 0 5 9
Vozlisce v 0 0 0 3
1z vozlis¢a Vozlisce t 1000 0 0 0
| Tabela resitev LP
V vozlisce Y iz vozlisca
Vozlisées Vozliseu Vozlis¢ev Vozlisce t
Vozlisce s 0 9 3 0 12
.. Vozlis¢e u 0 0 0 9 9
1z vozlisca ==
Vozlisée v 0 0 0 3 3
| Vozlisce t 12 0 0 0 12
> vvozlisce 12 9 3 12
Razlika -
5 : 2 Omejitev
Povezava Y vvozlisée ¥izvozliséa med y v -
e - kapacitet
vozlisce in
Vozlisée s 12 12 0-= 0
Vozlisée u 9 9 0-= 0
Vozlis¢e v 3 3 0= 0
Vozlisée t 12 12 0= 0
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Maksimalni pretok skozi omrezje je 12, torej je maksimalni pretok vode, ki lahko

prete€e od vozlis€a s do vozlis¢a t v eni uri enak 12 L. Iz poroc€ila o odgovorih, ki

ga lahko poljubno izberemo kot prikaz rezultata, preberemo vrednosti pretoka

posamezne povezave.

Porocilo o odgovorih pretoka vode Podjetja:

Celica s cilji?! (Maks)

Celica Ime lzvirna vrednost Konc¢na vrednost

SJS3 Maksimalni pretok 0 12

Celice s spremenljivkami??

Celica Ime Izvirna vrednost Kon¢na vrednost Celo stevilo
SCS13 Vozlis¢e s Vozlisée s 0 0 Contin
SDS$13 Vozlis¢e s Vozlisce u 0 9 Contin
SES13 Vozlis¢e s Vozliste v 0 3 Contin
SF$13 Vozlis¢e s VozlisCe t 0 0 Contin
SCS14 Vozlis¢e u Vozlisce s 0 0 Contin
SDS14 Vozli$¢e u Vozlisée u 0 0 Contin
SES14 Vozlis¢e u Vozlisée v 0 0 Contin
SFS14 Vozlis¢e u Vozlisée t 0 9 Contin
SCS$15 Vozli§¢e v Vozlisée s 0 0 Contin
SDS$15 Vozlis¢e v Vozlisée u 0 0 Contin
SES15 Vozlis¢e v Vozlisée v 0 0 Contin
SF$15 Vozlis¢e v Vozlisce t 0 3 Contin
SCS16 Vozlis¢e t Vozlisée s 0 12 Contin
SDS$16 Vozlis¢e t Vozlisce u 0 0 Contin
SES16 Vozlis¢e t Vozlisée v 0 0 Contin
SFS16 Vozlis¢e t Vozlisée t 0 0 Contin

Vrednosti povezav pretoka vode v L/uro Podjetja so sledece:
Xy =9, Xep = 3, Xpe = 3, Xyt =9, Xo =12

Na vseh ostalih povezavah je pretok vode enak O.

21 Objective Cells
22 Variable Cells
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1.6.1.2 ResSevanje problema maksimalnega pretoka s programom LINGO

Prikazimo Se postopek reSevanja problema pretoka vode Podjetja s programskim

orodjem LINGO:

!Namenska funkcija;
max=x0;

!Omejitve kapacitet povezav;
xsu <= 10;
Xsv <= 12;
xuv <= 5;
xut <= 9;
xvt <= 3;

!Ravnotezje tokov;

x0 - xsu - xsv = 0;
Xxsu - xut - xuv = 0;
xsv + xuv - xvt = 0;

xut + xvt - x0 = 0;

Porocilo o resSitvi maksimalnega pretoka vode:

Global optimal solution found.
Objective wvalue:
Infeasibilities:

Total solver iterations:
Elapsed runtime seconds:

Model Class:

Variable
X0

XSU

XSV

XUv

XUT

XVT

Row

O W o Joy Ul bW

[

12.00000

0.

000000
2
0.07

LP

Value

12.00000

w o o ww

Slack or Surplus

.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

12.00000

1.
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

O O O OO O U v

000000

Reduced Cost

0.
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

O O O O o

000000

Dual Price

O RPrRPRRPRRPLOOO

1.
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

000000

Maksimalni pretok skozi omrezje v eni uri je 12 L vode. Maksimalen pretok se izvrsi

preko povezav (resitve pod spremenljivko »FLOW«):

Xeu =9
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Primer 5:
Analizirajmo ZzelezniSki promet izbranih povezav. Poglejmo, kolikSno je lahko

maksimalno Stevilo dnevnih povezav na relaciji Graz - Basel. Prestopne povezave

so v Salzburgu ali Innsbrucku ter v Zurichu.

Dnevne omejitve vozZenj vlakov so podane v tabeli:

Relacije Maksimalno Stevilo voZenj na dan
Graz - Salzburg 12
Graz - Innsbruck 14
Salzburg - Zurich 21
Innsbruck - Zirich 20
Zurich - Basel 96

PripadajoCe omrezje z navidezno povezavo v smeri Basel-Graz, predstavljeno z

grafom:
Slika 30: OmreZje povezav vlakov z dnevnimi frekvencami
Salzburg
2 \
96
Zirich — Basel
Graz XzB

\ Innsbruck /

Xo

Qo
Uvedemo odlocCitveno spremenljivko x;;, ki predstavlja pretok od povezave i do

povezave j. Povezava x5 predstavlja povezavo Graz — Salzburg, x;; je pretok na

povezavi Graz — Innsbruck, x,, je pretok na povezavi Salzburg — Zirich, x;, je
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pretok na povezavi Innsbruck — Zirich in x5, ki predstavlja pretok na povezavi

Zirich — Basel.

Pretok po navidezni povezavi naj bo oznaen z x, in predstavlja maksimalno
Stevilo vlakov na dan, ki lahko peljejo iz Gradca do Basla preko prestopnih postaj
Salzburg ali Innsbruck in Zurich. Zelimo dologiti maksimalno $tevilo viakov, ki lahko

peljejo od Gradca do Basla v enem dnevu.

ZapiSimo namensko funkcijo in omejitve linearnega programa.
max f(x;) = xo
pri omejitvah: x, = x45 + x4;
Xgs = Xsz
Xgi = Xiz
Xsz + Xiz = Xzp

Xzp = Xo

Pogoiji pretoka, vezani na omejitev s kapaciteto povezave so:
Xgs < 12, Xgi < 14, Xy < 20, X, < 21, X < 96
Ter pogoji nenegativnosti za pretok po posamezni povezavi:

Xgs = 0, Xgi = 14, Xiz = 0, Xs, = 21, Xzp = 96

Problem maksimalnega pretoka v ZelezniSkem prometu smo reSili s pomocjo
programskega orodja Excel. Nastavitev problema v programu je predstavljena na
sliki 31.
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Slika 31: Dnevni pretok vlakov na relaciji Graz — Basel

< o :
Podatki omre#ja s podanimi kapacitetami pozamezne povezave

£

G

2 Vvorlisce
5 Graz Salzburg Innsbruck Ziirich Basel
s Graz o 12 14 o o
s Salzburg o 0 o 21 )
s lzvorlista  Innsbruck 0 0 o 20 0

Ziirich 0 0 o o 9%
s Basel 1000 0 o o 0
s
w
W Tabela reitev LP
» Vvorlisée 5 iz vozliséa
» Graz Salzburg Innsbruck Ziirich Basel
u Graz =SUM(C14:614)
1 ... Salzburg =SUM(C15:615)

1z vozliséa >
6 Innsbruck =SUM(C16:G16)
: Ziirich =SUM(C17:617)
| Basel =SUM(C18:618)
193 v vozliste =SUM(C14:C18) =SUM{D14:D18) -SUMIE14:E18) =SUM(F14:f18) =SUM(G14:618)
»
Razikamed 5V
Povezava S vvarlite 5z vorlitéa vorltein Siz Omejitey kapacitet
vozliséa

2 Graz 19 -H14 22022 0
2 Salzburg -D19 =H15 -23-023 0

Innsbruck -£19 -H16 C24-D24 0
5 Zrich F19 H17 €25-025 0
% Basel 619 H18 C26-D26 0

Maksimalni pretok c18

V ReSevalniku nastavimo pravilno celico za maksimalni pretok, ki je cilj

optimizacije. V polje S spreminjanjem celic s spremenljivkami vnesemo matriko

odlocitvenih spremenljivk, ki je pripravljena za izpis reSitve, dodamo omejitvi glede

kapacitet povezav in pogoja, da mora biti razlika med vhodnim tokom v vozlis¢e in

izhodnim tokom enaka 0. Izberemo simpleksno linearno programiranje.

Slika 32: Nastavitev reSevalnika

Parametri resevalnika

Nastavi cilj:

Za: ® Maks O Min

$153|

O Vrednost od:

S spreminjanjem celic s spremenljivkami:

$CS$14:5GS18

Zadeve v omejitvah:

SC514:5G518 <= SCS4:5GS8
SES22:SES26 = §GS22:5GS26

Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne

Izberite metodo Simpleksno linearno programiranje

resevanja:

Metoda resevanja

Bl

Dodaj

Spremeni

Izbrisi

Ponastavi vse

Nalozi/shrani

Moznosti

Za probleme resevalnika, ki so gladko nelinearne izberite mehanizem »Nelinearni GRG«, Za
linearne probleme resevalnika izberite mehanizem »Simpleksno linearno programiranje«, za
probleme resevalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijskis«,

Pomoc

Zapri

Resitev problema maksimalnega Stevila vlakov, ki peljejo na relaciji Graz — Basel

v enem dnevu:
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Celica s cilji (Maks)

lzvirna
Celica Ime vrednost Konéna vrednost
SIS3 Maksimalni pretok 0 26
Celice s spremenljivkami
lzvirna
Celica Ime vrednost Konéna vrednost Celo Stevilo

SCS14 Graz Graz 0 0 Contin
SDS14 Graz Salzburg 0 12 Contin
SES14 Graz Innsbruck 0 14 Contin
SFS14 Graz Zirich 0 0 Contin
SGS14 Graz Basel 0 0 Contin
SCS$15 Salzburg Graz 0 0 Contin
SDS15 Salzburg Salzburg 0 0 Contin
SES15 Salzburg Innsbruck 0 0 Contin
SFS$15 Salzburg Ziirich 0 12 Contin
$GS$15 Salzburg Basel 0 0 Contin
SCS16 Innsbruck Graz 0 0 Contin
SD$S16 Innsbruck Salzburg 0 0 Contin
SES16 Innsbruck Innsbruck 0 0 Contin
SFS16 Innsbruck Zirich 0 14  Contin
$GS16 Innsbruck Basel 0 0 Contin
SCS17 Zirich Graz 0 0 Contin
SD$S17 Zurich Salzburg 0 0 Contin
SES17 Zurich Innsbruck 0 0 Contin
SFS17 Zurich Zurich 0 0 Contin
$GS$17 Zurich Basel 0 26 Contin
SCS18 Basel Graz 0 26 Contin
SD$S18 Basel Salzburg 0 0 Contin
SES18 Basel Innsbruck 0 0 Contin
SF$18 Basel Zurich 0 0 Contin
$GS$S18 Basel Basel 0 0 Contin

Maksimalno Stevilo vlakov, ki lahko v enem dnevu peljejo na relaciji Graz — Basel
je 26. 12 vlakov lahko pelje iz Gradca do Salzburga, 14 pa jih lahko pelje iz Gradca
do Innsbrucka. Na povezavi Innsbruck — Zurich lahko pelje maksimalno 14 viakov
na dan, ter 12 vlakov na povezavi Salzburg — Zurich. 1z Ziricha lahko prispe v

Basel 26 vlakov na dan.

Prikazimo e sintakso za reSevanje problema maksimalnega dnevnega pretoka

vlakov na relaciji Graz — Basel v programu LINGO:
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|
!Namenska funkcija;
max=x0;

!Omejitve kapacitet povezav;
xgs <= 12;
xgl <= 14;
xiz <= 20;
xsz <= 21;
xzb <= 96;

!RavnoteZje tokov;
x0 = xgs + xgi;

Xgs = XSzZ;
xgli = xiz;

Xzb = xsz + xiz;
xzb=x0;

Porocilo o resitvi programa LINGO:

- |
Global optimal solution found.

Objective wvalue: 26.00000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0
Elapsed runtime seconds: 0.04
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

X0 26.00000 0.000000

XGS 12.00000 0.000000

XGI 14.00000 0.000000

XIZ 14.00000 0.000000

XS7Z 12.00000 0.000000

XZB 26.00000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 26.00000 1.000000

2 0.000000 1.000000

3 0.000000 1.000000

4 6.000000 0.000000

5 9.000000 0.000000

6 70.00000 0.000000

7 0.000000 0.000000

8 0.000000 -1.000000

9 0.000000 -1.000000

10 0.000000 1.000000

11 0.000000 -1.000000

|
Resitve programa LINGO so enake kot reSitve v programu Excel.
Primer 6:

Pretok blaga poteka od zaCetnega vozlis€a do konénega vozlis€a preko doloCenih

povezav. V slednjem primeru moramo upostevati tudi preference in kapacitete
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individualnih povezav med vozliS¢i znotraj omrezja in ne samo skupnega pretoka

od vstopnega do kon¢nega vozlis€a. Podatki o omreZju so predstavljeni v tabeli:

Izvor/Ponor Vozlisce 4 Vozlisce 5 VoziSCe 6 Ponudba
Vozlisce 1 60 80 60 200
Vozlisce 2 50 85 105 240
Vozlis€e 3 120 120 40 280
Povprasevanje 230 285 205 720

Celotna ponudba v vozlis¢u 1 je 200 enot. Od vseh enot, ki so na voljo, je treba 60

enot prepeljati v vozlis€e 4, 80 v vozlid€e 5 in 60 v vozlis€e 6. V vozlis€u 2 Caka na

transport 240 enot, od tega jih mora 50 prispeti v vozliSCe 4, 85 v vozlis€e 5 in 105

v vozlis€e 6. 280 enot blaga €¢aka na transport v izvornem vozlis€u 3, iz katerega

je treba 120 enot prepeljati v vozlis€e 4, 120 enot v vozlis€e 5 in 40 enot v vozliSce

6. Na drugi strani pa je treba s transportom zadovoljiti potrebe v ponornih vozlis¢ih

(povprasevanje) — vozlis¢e 4 potrebuje vsega skupaj 230 enot, vozlis€e 5 285 enot

in vozliSée 6 205 enot.

Da bi lahko razresili takSen problem, moramo zastawviti tri linearne programe — za

vsako izmed izvornih vozliS€ posebej. V spodniji tabeli predstavljamo podatke za

vsako vozliSce:

X13  X14 X35 X16 X23 X4 X25 X6 X34 X35 X36 X45 X4e b
1{f1 1 -1 1 0 O O O O O O O O |[=-200
2 o o o 0 -1 -1 -1 -1 0 O O O O >0
3 1 0 0 O 1 ©O -1 -1 -1 0 O >0
4 O 1 0 O 1 O o0 -1 -1 = 60
5 O 0 1 O 0 O 1 O 0 => 80
6 o o o 1 o0 o0 O 1 O O 1 o0 1 = 60
¢jQ10 7 23 26 12 9 21 28 14 21 23 7 12
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V naslednji tabeli so prikazani podatki za izdelavo linearnega programa z vidika
izvornega vozlis€a 2. IncidenCna matrika in cena prevoza 1 enote blaga na
posamicni povezavi ostanejo enake, uvedemo le nove odloCitvene spremenljivke.

Namesto z x, tokrat Stevilo enot, prepeljanih po dolo€eni povezavi, oznacimo z y.

Y13 Y14 Yis Yie Y23 Y24 Y25 Y26 Y34 YV3s Y3e Yas Ve b
-1 -1 -1 -1 O 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 -1 -1 O 0 0 0

o

>0

= —240
o o o0 -1 -1 -1 0 O =0
1 0 o 1 o O -1 -1 > 50
o 1 0 O 1 o0 1 O > 85
0

0o 1 0 O 1 o0 1 > 105

o

o o0~ W N P
o O O +—» O
o O » O O

¢gj{10 7 23 26 12 9 21 28 14 21 23 7 12

V naslednji tabeli so prikazani podatki za sestavo linearnega programa s strani
izvornega vozlis€a 3. Inciden¢na matrika in cene prevoza 1 enote blaga po
posami¢nem vozliS€u ostajajo enake, postavimo le dodatno oznako za neznanke,

tokrat z.

Z13 Zia Zis Zie Z23 Zoa Zas Zze Z3a Z3s Z3g Zas Zae | D

-1 -1 1 -1 0 0 o0 o0 O o0 O o0 o =0
o o o o0 -1 -1 -1 1 0 0O 0 o0 oO =0
1 o0 0 o 1 o O O -1 -1 -1 0 0 |=-280
0O 1 0 O 1 0 0 1 O -1 -1 | =120
O 0 1 0O o 1 0 O 1 0 1 oO > 120
O 0O 0 1 O 0 1 0 0 > 40

¢gj|10 7 23 26 12 9 21 28 14 21 23 7 12

Lahko bi zapisali linearni program za vsako izmed zapisanih tabel posebej, lahko

pa zdruzimo kar vse tri linearne programe v enega.

Cilj problema je zmanjsati globalne stroSke prevoza (torej minimirati vsoto vseh

treh posamiénih linearnih programov). V glavnem programu nastopajo tri razli¢ne
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spremenljivke (x,y in z). Program ima skupaj 18 omejitev — 6 omejitev za vozliCe

1, 6 omejitev za vozlisCe 2 in 6 omejitev za vozliSce 3.

Optimalna reSitev zdruzenega programa mora biti enaka reSitvam posameznih

treh programov. Pri reSevanju problema si pomagajmo s programskim orodjem

LINGO.
Najprej zapiSemo linearni program za vozlisCe 1:
Minimum namenske funkcije
min f(x;;) =10x13 + 7x14 + 23x15 + 26x16 + 12273 + x4 + 21xp5 + 28x56

+ 14x34 + 21x35 + 23x35 + 7Xx45 + 12Xy

pri omejitvah: —x;3 — X714 — X15 — X1 = —200

—X23 = X4 — X5 — Xz =

vV o

X13 T X3 — X34 — X35 — X3¢ 0
Xia + Xp4 + X34 — Xg5 — X4 = 60
X15 + X35 + X35 + Xyg5 > 80
X16 T Xp6 + X35 + X4 = 60

pogoji nenegativnosti: x;3, X14, X15 X16, X23,X24, X25  X26, X34 X35 ,X36, X45,X46 = 0
Linearni program za izvorno vozlis¢e 2:

Minimum namenske funkcije:
min f(y;;) =10y13 + 7y14 + 2315 + 2616 + 1253 + 924 + 21ya5 + 28y,

+ 14y34 + 21yss + 23y36 + Tyss + 12y46

pri omejitvah: —y13 — ¥14 — Y15 — Y16 = 0
—Y23 =~ Y24 — Y25 — Y26 = —240
Yist Y23 — Y34 — V35 — Y3 = 0
Yia t Vou + Y34 — Yas — Yae =50

Yis + Y25 + Y35 + Yas = 85
Yie + Y26 + Y36 T Yas = 105
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pogoji nenegativnosti: yi3, Y14, Y15, Y1er Y23, Y24, Y25, Y26r Y34 Y35 V36 Yas » Yae = 0
Ter Se linearni program za izvorno vozlis€e 3:

Minimum namenske funkcije:
mlnf(ZU) = 10213 + 7214 + 23Z15 + 26Z16 + 12Z23 +9Z24 + 21Z25 + 28Z26

+ 14234 + 21235 + 23Z36 + 7Z4_5 + 12Z4-6

pri omejitvah: —zy3 — 214 — Z15 — Z36 = 0
—Z23 = Zpq — Zp5 — Zz6 = 0
Zy3 t Zpz — Z3y — Z3s — Z3¢ = —280
Zig t Zoy + Z34 — Zys — Zye = 120
Zis + Zys + Z3s + z45 = 120
Zie + Zog + Z3g + Z4s = 40

pogoji nenegativnosti: z,3, 214, Z1s, Z16, 223, Z24, 225, Z26, Z34 235, Z36) Z45 , Zag = 0

Vse tri linearne programe lahko zdruzimo v enega. Dobimo naslednji linearni

program:

Minimum namenske funkcije:
min f (x;, ¥ij, zij) = (10x13 + 7x14 + 23x15 + 26x16 + 12x33 + 9x34 + 21x,5
+ 28x,6 + 14x3, + 21x35 + 23x36 + 7x45 + 12x46) + (10y;3
+ 7y1a + 23y15 + 2616 + 12y23 + 924 + 21y25 + 28y
+ 14y34 + 21y35 + 23y36 + 7Yas + 12y, ) + 1025+ 7244
+ 23245 + 26216 + 12253 + 9254 + 2125 + 28256 + 14273,
+ 212735 + 23736 + 72Z45 + 12244

pri omejitvah: —x;35 — X34 — X15 — X134 = —200
—X33 = X24 — Xz5 — X26 2 0
X13 + X23 — X34 — X35 — X3¢ = 0
Xia+ Xp4 + X34 — Xg5 — X4 = 60
X15 + X5 + X35 + X45 = 80

X16 + X2 + X35 + Xz = 60
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—Y13~ Y1a — Y15 — Y16 = 0
—Y23 = Y24 — Y25 — Y26 = —240
Yizt Y23 — Y32 — Y35 — Y36 = 0
Yia t Y2a + Y34 — Yas — Yae =50

Yis + Y25 + Y35 + Va5 = 85

YVie t Y26 + Y36 + Yas = 105
0

v

—Z13 — Z14 — Z15 — Z16
—Zy3— Zys — Zz5s — Zze = 0
Zi3 + Zy3 — Zzg — Zzs — Zzg = —280
Zig t Zoy + Z34 — Zus — Zye =120
Zis + Zys + Zzs + Zys = 120

Zig * Zye + Z3g + Zug = 40

Pogoji nenegativnosti:
X13,X14,X15, X16, X23,X24,X25, X026, X34 X35,X36, X45,X46,Y13,Y14,Y15, V16r V23, Y24,
Y25, Y260Y34,Y35,Y360 Va5 Vae 213, 214 » 215, Z16) 2231224, 225, 226,234 235, 2Z36) 245 Z46

>0

Tako zapisan linearni program zapisemo v LINGO sintaksi:

. |
!Namenska funkcija;

min = 10*x13 + 7*x14 + 23*x15 + 26*x16 + 12*x23 + 9*x24 +
21*x25 + 28*x26 +14*x34 + 21*x35 + 23*x36 + 7*x45 + 12*x46
+ 10*y13 + 7*yl4 + 23*y1l5 + 26*ylo + 12*y23 + 9*y24 + 21*y25
+ 28*y26 + 14*y34 + 21*y35 + 23*y36 + T7*y45 + 12*y46 +
10*%z13 + 7*z14 + 23*%z15 + 26*z16 + 12*%*2z23 + 9*%z24 + 21*z25
+ 28*z20 + 14*z34 + 21*z35 + 23*z36 +7*z45 + 12*z46;
'Omejitve;

-x13 —x14 - x15 - x16 >= -200;

-x23 — x24 - x25 - x26 >= 0;

x13 + x23 - x34 - x35 - x36 >= 0;

x14 + x24 + x34 - x45 - x46 >= 60;

x15 + x25 + x35 + x45 >= 80;
|
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x16 + x26 + x36 + x46 >= 60;
- yl3 -yl4 - yl15 - yl6 >= 0;
-y23 - y24 - y25 - y26 >= -240;

yl13 + y23 - y34 - y35 - y36 >= 0;
yvld + y24 + y34 - y45 - y46 >= 50;
yl5 + y25 + y35 + y45 >= 85;

yle + y26 + y36 + yd6 >= 105;

- z13 -z14 - z15 - zl6 >= 0;

-z23 — z24 - z25 - z26 >= 0;

z13 + z23 - z34 - z35 - z36 >= -280;
z14 + z24 + z34 — z45 - z46 >= 120;
z15 + z25 + z35 + z45 >= 120;

z16 + z26 + z36 + z46 >= 40;

Porocilo o reSitvi:

Global optimal solution found.

Objective wvalue: 11815.00
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 14
Elapsed runtime seconds: 0.04
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

X13 0.000000 0.000000

X14 200.0000 0.000000

X15 0.000000 9.000000

X16 0.000000 7.000000

X23 0.000000 2.000000

X24 0.000000 2.000000

X25 0.000000 7.000000

X26 0.000000 9.000000

X34 0.000000 17.00000

X35 0.000000 17.00000

X36 0.000000 14.00000

X45 80.00000 0.000000

X46 60.00000 0.000000

Y13 0.000000 0.000000

Y14 0.000000 0.000000

Y15 0.000000 9.000000

Y16 0.000000 7.000000

Y23 0.000000 0.000000

Y24 240.0000 0.000000

Y25 0.000000 5.000000

Y26 0.000000 7.000000

Y34 0.000000 17.00000

Y35 0.000000 17.00000

Y36 0.000000 14.00000
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Y45 85.00000 0.000000
Y46 105.0000 0.000000
Z13 0.000000 17.00000
Z14 0.000000 0.000000
Z15 0.000000 9.000000
Z16 0.000000 10.00000
7223 0.000000 17.00000
zZ24 0.000000 0.000000
7225 0.000000 5.000000
726 0.000000 10.00000
734 240.0000 0.000000
Z35 0.000000 0.000000
Z36 40.00000 0.000000
Z45 120.0000 0.000000
Z46 0.000000 3.000000

Resitev:

e iz vozlis¢a 1 prepeljemo vseh 200 enot najprej v vozlis€e 4, od tam pa 80 enot
v vozlis€e 5 in 60 enot v vozlis€e 6. V vozlis€u 4 ostane 60 enot blaga;

e iz vozlis€a 2 prepeljemo vseh 240 enot najprej v vozlis€e 4, nato pa iz vozlis€a
4 85 enot naprej v vozlis€e 5 in 105 enot v vozlisce 6. V vozlis€u 4 bo ostalo 50
enot blaga;

e iz vozlis€a 3 dostavimo 240 enot blaga najprej v vozlis€e 4, od tam pa 120 enot
blaga v vozlis€e 5. V vozliS€u 4 bo tako ostalo potrebnih 120 enot blaga. 40

enot blaga, ki ostanejo v vozlis€u 3 pa odpeljemo neposredno v vozlisCe 6.

Tako smo iz izvornih vozli§¢ odpeljali vso blago, ki so ga ta imela na voljo, hkrati
pa smo zadovoljili vse potrebe vozliS¢ in upostevali omejitve glede smeri potovanja

blaga. Minimalni stroSki prevoza pri tem znaSajo 11.815 €.

1.6.1.3 Omejitve zmogljivosti vozliS¢ ali povezav

V resni¢nem svetu se ves ¢as sreCujemo z najvecjimi moznimi omejitvami prometa
po cestah, Zeleznicah, transporterjih in drugih transportnih sredstvih. Taksne
omejitve lahko zapiSemo s povezavami obravnavanega modela (najvedji promet,
ki ga lahko pretovorimo skozi dolo€eno povezavo). Omejitve pa se lahko pojavijo
tudi zaradi kapacitet skladiS¢, distribucijskih centrov itd. Tovrstne omejitve lahko

preslikamo na vozliS¢a modela.
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Nekatere kapacitete in omejitve so doloCene s fizicnimi omejitvami (velikost in
Stevilo razpolozljivin transportnih enot, zmogljivost nalaganja na transportno
sredstvo, Stevilo razpolozZljivih transportnih sredstev), druge omeijitve pa lahko
povzrocijo okoljski vidiki (najvecje Stevilo tovornjakov, ki se lahko peljejo ¢ez nek
odsek ceste Cez dan, omejitve hrupa, najvecje dovoljeno onesnazenje itd.).

Da bi ponazorili, kako tovrstne omejitve vplivajo na pretok blaga skozi omreZje,

poglejmo nasledniji primer.
Primer 7:

Kot osnovo vzemimo primer 6. Predpostavimo, da imamo sedaj Se dodatni omejitvi
z okoljskega vidika glede koli¢ine prometa, ki lahko steCe skozi vozlis¢i 3 in 4.
Predpostavimo, da lahko le 280 enot blaga prepeljemo skozi vozlis€e 3 in le 295
enot blaga lahko zapusti vozli§€e 4. V linearni program za primer 6 dodamo Se dve

novi omejitvi:

X34+ X35 + X36 + Y34+ V35 + V36 + 234+ Z35 + Z36 < 280
Xas + Xa6 + Yas T Yae t Zas + Zse = 295

Ce se spomnimo primera 6, kjer e nista upo$tevani dodatni omejitvi, je bilo v
vozlis¢u 3 skupno 280 enot blaga, ki so Cakale, da zapustijo vozlis¢e. Ko dodamo
zgornjo omejitev povzro€imo, da v vozliS¢u 3 ni ve€ prostora za sprejem novega

blaga.

Ce pogledamo vozlis&e 4, je optimalna reSitev primera 6 pokazala, da vozlisce 4
zapusti 285 enot blaga, ki se transportirajo v vozlis¢e 5 in 165 enot blaga, ki se

prepeljejo v vozlis€e 6, kar mocno preseze na novo postavljeno omejitev.

V novem linearnem programu ni ve¢ samo 18 omejitev, temvec se pridruzita Se 2
dodatni omejitvi, ki zdruzujeta vsa tri izvorna vozlis¢a. Ti dve omejitvi prevzameta

vlogo zdruzevanja:
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. |
!Namenska funkcija;

min = 10*x13 + 7*x14 + 23*x15 + 26*x16 + 12*x23 + 9*x24 +
21*x25 + 28*x26 +14*x34 + 21*x35 + 23*x36 + 7*x45 + 12*x46
+

10*y13 + 7*yl4d + 23*yl5 + 26*yle + 12*y23 + 9*y24 + 21*y25
+ 28*y26 + 14*y34 + 21*y35 + 23*y36 + 7*y45 + 12*y46 +
10*%z13 + 7*z14 + 23*z15 + 26*z16 + 12*z23 + 9*z24 + 21*z25
+ 28*z26 + 14*z34 + 21*z35 + 23*z36 +7*z45 + 12*z46;
'Omejitve;

-x13 —x14 - x15 - x16 >= -200;

-x23 - x24 - x25 - x26 >= 0;

x13 + x23 - x34 - x35 - x36 >= 0;

x14 + x24 + x34 - x45 - x46 >= 60;

x15 + x25 + x35 + x45 >= 80;

x16 + x26 + x36 + x46 >= 60;

- yl3 -yl14 - y15 - yle >= 0;

-y23 — y24 - y25 - y26 >= -240;

yl13 + y23 - y34 - y35 - y36 >= 0;

yld + y24 + y34 - y45 - y46 >= 50;

y1l5 + y25 + y35 + y45 >= 85;

yle + y26 + y36 + yd46 >= 105;

- z13 -z14 - z15 - z1l6 >= 0;

-z23 — z24 - 225 - z26 >= 0;

z13 + z23 - z34 - z35 - z36 >= -280;

z14 + z24 + z34 - z45 - z46 >= 120;

z15 + z25 + z35 + z45 >= 120;

z16 + z26 + z36 + z46 >= 40;

!Dodatni omejitvi;

x34 + x35 + x36 +y34 +y35 +y36 + z34 + z35 + z36 <= 280;
x45 + x46 + y45 + y46 + z45 + z46 <= 295;
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Porocilo o reSitvi v LINGO:

e
Global optimal solution found.

Objective wvalue: 11990.00
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 16
Elapsed runtime seconds: 0.04
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

X13 0.000000 0.000000

X14 200.0000 0.000000

X15 0.000000 4.000000

X1l6 0.000000 2.000000

X23 0.000000 2.000000

X24 0.000000 2.000000

X25 0.000000 2.000000

X26 0.000000 4.000000

X34 0.000000 17.00000

X35 0.000000 12.00000

X36 0.000000 9.000000

X45 80.00000 0.000000

X456 60.00000 0.000000

Y13 0.000000 0.000000

Y14 0.000000 0.000000

Y15 0.000000 4.000000

Y16 0.000000 2.000000

Y23 0.000000 0.000000

Y24 205.0000 0.000000

Y25 35.00000 0.000000

Y26 0.000000 2.000000

Y34 0.000000 17.00000

Y35 0.000000 12.00000

Y36 0.000000 9.000000

Y45 50.00000 0.000000

Y46 105.0000 0.000000

713 0.000000 17.00000

714 0.000000 0.000000

Z15 0.000000 9.000000

716 0.000000 10.00000

723 0.000000 17.00000

724 0.000000 0.000000

725 0.000000 5.000000

726 0.000000 10.00000

734 120.0000 0.000000

735 120.0000 0.000000

736 40.00000 0.000000

745 0.000000 5.000000

746 0.000000 8.000000

Resitev optimalne distribucije blaga se je tokrat prilagodila dvema naknadno

postavljenima pogojema:

e reSitev glede vozliS€a 1 je ostala enaka napram reSitvi primera 6. 200 enot
blaga najprej prepeljemo v vozlis¢e 4, od tam pa 80 enot v vozlis€e 5 in 60 v

vozlis¢e 6. Ostane 60 enot blaga v vozlis¢u 4;
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e iz vozlis€a 2 odpeljemo 205 enot v vozli€e 4 in nato iz njega 50 enot v vozlis€e
5 in 105 enot v vozlis€e 6. V vozlisS€u 4 ostane 50 enot blaga. 1z vozliS¢a 2
odpeljemo Se 35 enot neposredno v vozliS¢e 5 in tako izpraznimo zaloge v
vozlis€u 2, zapolnimo pa povprasevanje vozlis€a 5;

e iz vozlis€a 3 peljemo 120 enot blaga v vozli5¢e 4 in s tem zapolnimo
povprasevanje v tem vozlis€u, 120 enot iz vozliS¢a 3 peljemo neposredno v
vozlis€e 5 in 40 enot blaga neposredno v vozlis€e 6;

e izvozlis€a 4 tako odpelijemo le 130 enot blaga v vozliS€e 5 in 165 enot v vozlis€e
6. Skupaj vozlis€e zapusti 295 enot blaga, kar je natanko toliko kot smo dolocili
v omejitvi. Spomnimo, da je brez postavljene omejitve to vozlis€e zapustilo 450

enot blaga.

Vrednost namenske funkcije se je zaradi dodatno postavljenih pogojev povisala in
znaSa 11.990 €. Da bi bolje razumeli problem, poglejmo Se reSitve dualnega
problema. Spomnimo, da so reSitve dualnega problema enake sen¢nim cenam
vsake omejitve v osnovnem primeru — senéne cene prikazujemo v spodnjem

porocilu.

Porocilo o resitvi dualnega linearnega programa:

-
Global optimal solution found.

Objective value: 11990.00
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 16
Elapsed runtime seconds: 0.04
Model Class: LP

Row Slack or Surplus Dual Price

1 11990.00 -1.000000

2 0.000000 0.000000

3 0.000000 0.000000

4 0.000000 -10.00000

5 0.000000 -7.000000

6 0.000000 -19.00000

7 0.000000 -24.00000

8 0.000000 -2.000000

9 0.000000 0.000000

10 0.000000 -12.00000

11 0.000000 -9.000000

12 0.000000 -21.00000

13 0.000000 -26.00000

14 0.000000 -7.000000

15 0.000000 -5.000000

16 0.000000 0.000000

17 0.000000 -14.00000

18 0.000000 -21.00000
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19 0.000000 -23.00000
20 0.000000 0.000000
21 0.000000 5.000000

Prva tabela spodaj prikazuje optimalno distribucijo blaga po povezavah v omreZju,
tabela na nasledniji strani pa sen¢ne cene transporta blaga posameznih vozlis¢. V
tabeli na naslednji strani so v stolpcu x prikazane senéne cene transporta, ki izhaja
iz izvornega vozlis€a 1, v stolpcu y so sentne cene transporta, ki izhaja iz
izvornega vozlis€a 2 in v stolpcu z so podane sen¢ne cene transporta, ki izhaja iz

izvornega vozlis¢a 3.

povezava X y z
1-3 0 0 0
1-4 200 0 0
1-5 0 0 0
1-6 0 0 0
2-3 0 0 0
2-4 0 205 0
2-5 0 35 0
2-6 0 0 0
3-4 0 0 120
3-5 0 0 120
3-6 0 0 40
4-5 80 50 0
4-6 60 105 0
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vozlisce X y z
1 0 2 7
2 0 0 5
3 10 12 14
4 7 9 21
5 19 21 23
6 24 26 5

Seveda tudi dvema dodatnima omejitvama pripadata sencni ceni:
e sencna cena omejitve s kapaciteto v vozliscu 3 je O;

e sencna cena omejitve s kapaciteto v vozliS¢u 4 je 5.

Za interpretacijo prikazanih rezultatov, si oglejmo iz€rpavanje sencnih cen vzdolz

vsake povezave v omrezju. Tabela spodaj prikazuje narasCanje sencne cene

transporta, ki se pojavi vzdolz vsake povezave in je izraCunana z razliko med

sencno ceno ponornega vozlis¢a in sencno ceno izvornega vozlis€a. V tabeli so

prikazane sen¢ne cene transportirane enote vzdolz vsake povezave. IzraCunane

so kot vsota cene transporta ene enote vzdolZz povezave in senéne cene omejitve

s kapaciteto doloCenega vozlisca.
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povezava x y z
1-3 10-0=10 12-2=10 14-7=7
1-4 7-0=7 9-2=7 21-7=14
1-5 19-0=19 21-2=19 23-7=16
1-6 24 -0=24 26-2=24 5-7=-12
2-3 10-0=10 12-0=12 14-5=9
2-4 7-0=7 9-0=9 21-5=16
2-5 19-0=19 21-0=21 23-5=18
2-6 24-0=24 26-0=26 5-5=0
3-4 7-10=-3 9-12=-3 21-14=7
3-5 19-10=9 21-12=9 23-14=9
3-6 24-10=14 | 26-12=14 | 5-23=-18
4-5 19-7=12 21-9=12 23-21=2
4-6 24 -7 =17 26-9=17 5-21=-16

Pri povezavah, ki so obarvane je sen¢na cena vozliS¢a enaka vsoti senéne cene

predhodnega vozlis€a in cene transporta ene enote po tej povezavi. Vzdolz teh

povezav, ki so obarvane, hipoteti¢ni poSiljatelj doseZe tocko preloma?3, kjer so

potencialni stroski transporta enaki potencialni vrednosti transporta.

23 preak even point
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povezava x y z
1-3 10 10 10
1-4 7 7 7
1-5 22 22 22
1-6 25 25 25
2-3 12 12 12
2-4 9 9 9
2-5 20 20 20
2-6 27 27 27
3-4 14+0=14 14+0=14 14+0=14
3-5 20+0=20 20+0=20 20+0=20
3-6 22+0=22 22+0=22 22+0=22
4-5 6+5=11 6+5=11 6+5=11
4-6 11+5=16 11+5=16 11+5=16

Ce podrobneje pogledamo celice, ki niso obarvane opazimo, da je povedéanje cene
zaradi sencnih cen manjSe od stroskov prevoza na enoto in spremenjenih stroskov
zaradi kapacitivnih pogojev, ki smo jih dodali. Ce bi Zeleli poslati posiljko po teh

povezavah, bi torej imeli izgubo na poSilijko enote blaga.

1.6.2 Problem kombiniranja ujemajo¢ih se parov pretvorjen na problem

maksimalnega pretoka.

Primer 8:

Primer povzet po Kuosmanen, Cherchye & Sipiladinen (b. d.)

V podjetju je 10 sodelavcev. V spodnji tabeli so oznatene kompatibilnosti med
njimi, dolo¢ene na osnovi znanj in sposobnosti, ki jih premore vsakdo od njih. Z
namenom doseganja ¢im visje produktivnosti in zadovoljstva zaposlenih na delu,
jih mora delodajalec kombinirati tako, da bo ¢im bolj zadoS¢eno podatkom iz
tabele. NariSite omrezje, ki bo predstavljeni problem pretvorilo na problem
maksimalnega pretoka (maksimalno Stevilo kompatibilnih ujemanj je enako

maksimalnemu pretoku).
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Tina | Monika | Katarina | Lina | Viktorija
Bojan / C / / /
Dejan C / / / /
Tomaz |C C / / /
Miha C C / / C
Luka / / C C C

Za zapis povezav uvedimo odloCitveno spremenljivko x.

x;j = povezava med vozlis¢i grafa

Slika 33: Omrezje parov

Bojan 1 Tina
1
Dejan Monika
lzZvor ——— Tomaz Katarina kp 1 Ponor
1
x,p
Miha Lina 1
Xyp
Luka 1 ™ Viktorija
Xy -

Povezavam priredimo vrednosti 1, saj lahko medsebojno povezemo le dva
zaposlena hkrati. Maksimalni pretok je maksimalno Stevilo kompatibilnih parov, ki

jih delodajalec uspe medsebojno povezati.

Z x, oznaCimo vsoto kompatibilnih parov med sodelavci. Na osnovi slike 141
zapiSemo nasledniji linearni program:

max f = x,
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Omejitve s kapaciteto:

Omejitve glede ravnotezja tokov:

Xy = Xip + Xig + Xit + xXim + xi;  (RavnoteZje tokov v vozlis¢u Izvor)

Xip = Xpm (RavnoteZje tokov v vozlis¢u Bojan)
Xiqg = Xq¢ (Ravnotezje tokov v vozlis¢u Dejan)
Xit = Xge + Xgm (RavnoteZje tokov v vozliséu Tomaz)
Xim = Xmt + Xmm + Xmy (Ravnoteije tokov v vozliS¢u Miha)
Xy =+x, + xy+ x5, (Ravnoteije tokov v vozlisCu Luka)

Xat + Xee + Xme = Xip  (Ravnotezje tokov v vozlistu Tina)

Xpm t Xtm + Xmm = Xmp (Ravnotezje tokov v vozlis¢u Monika)

Xik = Xxp (Ravnotezje tokov v vozliSCu Katarina)
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Xy = X (RavnoteZje tokov v vozliS¢u Lina)
Xmy + X1y = Xyp (Ravnoteizje tokov v vozlis¢u Viktorija)
Xep + Xmp + Xip + Xip + Xypp =X, (Ravnotezje tokov v vozliSCu Ponor)

1.6.2.1 ReSevanje problema kombiniranja s programom LINGO

Problem bomo reSili s programskim orodjem LINGO:

]
!Namenska funkcija;
max=x0;

!0mejitve kapacitet povezav;

xib <= 1; xid <= 1; xit <= 1; xim <= 1; xil <= 1; xbm <= 1;
xdt <= 1; =xtt <= 1; xtm <= 1; =xmt <= 1; =xmm <= 1; xmv <= 1;
xlk <= 1; x1ll <= 1; xlv <= 1; xtp <= 1; xmp <= 1; xkp <= 1;
xlp <= 1; xvp <=1;

!RavnoteZje tokov;

x0 = xib + xid + xit + xim + xil;

xib = xbm;

xid = xdt;

Xxit = xtt + xtm;

xim = xmt + xmm + xXmv;

xil = x1k + x11 + x1lv;

xtp = xdt + xtt + xmt;

xmp = xbm + xtm + xmm;

xkp = x1lk;

xlp = x11;

xvp = xmv + x1lv;

xo = xtp + xmp + xkp + xlp + xvp;

ResSitev

Porocilo o resitvi ujemajocih parov v LINGO:

Global optimal solution found.
Objective value:
Infeasibilities:

Total solver iterations:
Elapsed runtime seconds:

Model Class:

Variable
X0
XIB
XID
XIT
XIM
XIL
XBM
XDT
XTT
XTM

O ORRFRRRPORDN

.000000
.000000
5

0.05

LP

Value
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

Reduced Cost

0.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

O OO OO OoOoOooOo
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XMT 0.000000 0.000000
XMM 0.000000 0.000000
XMV 1.000000 0.000000
XLK 0.000000 0.000000
XLL 1.000000 0.000000
XLV 0.000000 0.000000
XTP 1.000000 0.000000
XMP 1.000000 0.000000
XKP 0.000000 0.000000
XLP 1.000000 0.000000
XVP 1.000000 0.000000
X0 4.000000 0.000000

Maksimalno $tevilo kompatibilnih parov je enako 4. Ce se Bojan poveze z Moniko,
Tomaz z Tino, Miha z Viktorijo ter Luka z Lino, bodo v podjetju maksimalno

izkoristili kompetence delavcev.
1.7 Problem asignacije?

Problem dodeljevanja oziroma problem asignacije je poseben primer
transportnega problema, kjer je cilj minimirati Case ali stroSke pri dokoncanju
doloCenih nalog z dolo€enim Stevilom izvajalcev. Problem je uporaben predvsem
za namene planiranja proizvodnje, poteka storitev in podobno. Gre predvsem za
dodeljevanje doloCenih nalog strojem, dodeljevanje podroc¢ja prodaje trgovskim

potnikom itd.

Pri problemu dodeljevanja obstajajo dolo¢ene predpostavke:

e Stevilo del, ki jih je potrebno opraviti, je enako Stevilu oseb ali strojev, ki lahko
opravljajo ta dela;

e vsakemu stroju ali osebi je dodeljeno natanko eno delo;

e vsak stroj ali oseba je sposobna samostojno opravljati katerokoli delo, ki ga je
treba opraviti;

e namen problema je specificno doloCen (ali zelimo maksimirati dobic¢ek ali

minimizirati stroSke dela).

Predpostavimo, da ima podjetje n delavcev, ki so na razpolago za opravljanje dela.

Obenem ima podjetje enako Stevilo raznovrstnih del, ki jih je treba opraviti. En

24 Assignment Problem
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delavec lahko opravlja samo eno delo. Namen problema je minimirati skupne

stroSke opravljenega dela. StroSkovna tabela je podana spodaj.

Delo
Delavci J1 Ja Jn a
iy X11 X12 X1n
C11 C12 Cin 1
Ly X21 X22 X2n
C21 C22 Con 1
Iy Xn1 Xn2 Xnn
Cn1 Cn2 Cnn 1
bj 1 1 1

Pri matematicnem zapisu problema dodeljevanja definiramo odlocCitveno

spremenljivko kot:

1; Ce je delo dodeljeno delavcu i
0; sicer

i =1,2..ninj =12..,n

V zgornji tabeli predstavlja parameter c;; strosek izvedbe, j - tega dela s strani, i-

tega delavca.

Minimum namenske funkcije:

mlnf(xij) = Xyt CpXyy o+ Xy,

Omejitve:
Xqg +Xp+eoiinn. +x, = i=12,..,n
Xy Xy e +x,=1 j=12,...,n
xij € {1,0}
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Poglejmo problem dodeljevanja na konkretnem primeru, ki ga bomo resili na dva
nacina. Najprej poglejmo problem dodeljevanja kot problem pretoka.

Primer 9:

Na voljo so trije delavci in tri naloge, ki morajo biti opravljene. Delavcem mora biti
delo dodeljeno tako, da bo delo najhitreje opravljeno. V spodnji tabeli so
predstavljeni podatki o ¢asu, ki ga doloCen delavec potrebuje, da opravi dolo¢eno

delo. Poiskati je treba tako kombinacijo delavcev in dela, da bo ta ¢as najkrajsi.

Zaporedno st. dela
Delavec 1 2 3
Marko 18 5 23
Anita 27 8 13
Sanja 14 25 30

Ce Zelimo problem resiti na podoben nadin kot omrezne probleme, najprej
nariSemo omrezje. V tem primeru dodelimo kapacitete vozliS€ na izvorna vozlis¢a
in ponorna vozlis¢a (ponudba in povprasevanije), ki sta v tem primeru enaki 1 enoti
(eno delo za enega delavca ter en delavec za eno delo). Vsak delavec namre¢

potrebuje natanko 1 nalogo ter 1 naloga potrebuje natanko 1 delavca, da jo opravi.

PovpraSevanje na vozlis€u predstavimo s pozitivnim predznakom, ponudbo pa z

negativnim. Tako je omreZje za dani primer predstavljeno na sliki 34.
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Slika 34: Problem dodeljevanja dela delavcu

18 ! 1 +1

4 Marko \

23

5

p 27 VN
-1 | Anita < 8 . +1

13
14
/ -
-1 Sanja 30 3 1

Marko potrebuje 18 ur, da opravi delo pod zaporedno Stevilko 1; 5 ur, da opravi
delo pod zaporedno Stevilko 2 in 23 ur, da dokonc€a delo pod Stevilko 3. Anita
potrebuje 27 ur za delo §t. 1; 8 ur za delo pod zaporedno Stevilko 2 in 13 ur za delo
pod Stevilom 3. Sanja opravi delo pod zaporednim Stevilom 1 v 14 urah, delo pod
Stevilko 2 v 25 urah ter delo pod Stevilko 3 v 30 urah. Poskusimo dodeliti enega
delavca, Marka, Anito ter Sanjo tako, da bodo dela 1, 2 in 3 najhitreje opravljena.

Pri tem upoStevajmo delavCeve Casovne omejitve.

Namenska funkcija bo minimirala ¢as, ki ga delavci potrebujejo, da bodo

opravljena vsa dela:

mlnf(xl]) = 18xM1 + 5xM2 + 23XM3 + 27XA1 + 8XA2 + 13XA3 + 14‘X51 + ZSXSZ + 30X53

Omejitve problema so doloCene za vsako vozlid€e in so odvisne od povprasevanja
in ponudbe. V danem primeru je 6 vozliS¢, od tega so 3 vozli§€a izvorna ter 3
vozlis€a konc¢na. Preverimo, ali je povprasevanje enako ponudbi. V tem primeru je

enako, zato lahko omejitve zapiSemo po principu: [tok v i] — [tok iz i] = b;.
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Omejitve za vsako vozliSCe posebe;j:

Vozlis€e Marko: 0—xy1 — Xy —xyz =—1 ali xpq +xp2 +xp3 =1
Vozlis€e Anita: 0—x41 —Xpp—xa3=—1 ali x40 +x40+x43=1
Vozlis€e Sanja: 0—xg — x5y —xg3 =—1 ali xg + x5 +x53=1
Vozlis€e 1: Xyr+Xq1 + X571 =1

Vozlis€e 2: Xyz + Xgp + X5y =1

Vozlis€e 3: Xyz + X3 +X53 =1

Pogoj nenegativnosti: x;; = 0

1.7.1 ReSevanje problema asignacije s programom Excel

V delovni zvezek programa Excel najprej vnesemo podatke o Casu, ki ga
posamezni delavci porabijo za posamezno delo. Pripravimo Se eno identi¢no
tabelo, kjer pustimo prazne celice za izpis optimalne reSitve problema. Vsak
delavec lahko opravi le eno delo in vsako delo lahko opravi le 1 delavec, zato
pripravimo formule za izraCun posameznih vrstic in stolpcev. Namenska funkcija

je produkt matrike odlocitvenih spremenljivk in matrike za delo porabljenega Casa.

Slika 35: Priprava podatkov v programu Excel

A B C D E F G H

1 Zaporedno ét. dela

2 1 2 3 Namenska funkcija =SUMPRODUCT(C3:E5;C9:E11)
3 Marko 18 5 23

4 Anita 27 8 il

5 Sanja 14 25 30

6

7 Zaporedno $t. dela

8 1 2 3 Skupaj

9 Marko =SUM(C9:E9)
10 Anita =SUM(C10:E10)
1 Sanja =SUM(C11:E11)
12 Skupaj =SUM(C9:C11) =SUM(D9:D11) =SUM(E9:E11)

Vnesemo Se vse potrebne parametre v ReSevalnik. Namensko funkcijo
minimiziramo. Vsota po posameznih vrsticah in stolpcih mora biti enaka 1.
Odlocitvene spremenljivke lahko zasedejo le vrednosti O ali 1, kar upoStevamo pri
vnasanju omejitev. Uporabimo Simpleksno linearno programiranje kot metodo

reSevanja problema.
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Slika 36: Priprava parametrov v ReSevalniku

Nastavi cilj: SHS2 53]

Za: O Maks ® Min O Vrednost od:

S spreminjanjem celic s spremenljivkami:

SCS9:SEST1

Zadeve v omejitvah:

[scs1z:sesiz=1 i L1 B
| $C$9:SES11 = dvojiska vrednost Dody Dodajanje omejitve X
| SFS9:SFS11 =1
Spremeni
Sklic na celico: Omejitev:

Izbrisi SCS%SEST £%: [N - | | dvojiska vrednost R

Popastavi vse Dodaj Preklici

Najozi/shrani
Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne

Izbgrite metodo Simpleksno linearno programiranje N Moznosti
redevanja: ~

Metoda refevanja

Za probleme resevalnika, ki so gladko nelinearne izberite mehanizem »Nelinearni GRG«, Za
linearne probleme refevalnika izberite mehanizem »Simpleksno linearno programiranjes, za
probleme resevalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijski«,

Resitev, ki jo izpiSe Excel, predstavljamo na sliki 37. V tabeli z odloCitvenimi
spremenljivkami so podane vrednosti vsake odloCitvene spremenljivke tako da je
vrednost namenske funkcije minimalna. Delavci porabijo skupaj 32 ur dela, da
opravijo vse dodeljene naloge. Pri tem Snja opravi delo 1, Marko delo 2 in Anita
delo 3.

Slika 37: ReSitev problema asignacije

A B C D E F G H
1 Zaporedno $t. dela

2 i 2 3 Namenska funkcija 32
3 Marko 18 5 23

4 Anita 27 8 13

5 Sanja 14 25 30

6

7 Zaporedno $t. dela

8 1 2 3|Skupaj

9 Marko 0 1 0 1

10 Anita 0 0 1 I

1 Sanja 1 0 0 1

12 Skupaj 1 1 1

13

14
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1.7.2 Uvoz podatkov iz Excela v LINGO s funkcijo OLE

Velikokrat se zgodi, da imamo doloCene podatke zapisane v Excelovem delovnem
zvezku. Za lazjo in hitrejSo uporabo teh podatkov v LINGO programu lahko

uporabimo funkcijo OLE.

OLE funkcija mogoca povezavo med Excelom in LINGOM. S to funkcijo program
LINGO bere podatke, shranjene v programu Excel in sicer za namene reSevanja
problema v LINGO, hkrati pa omogoca tudi izvoz podatkov iz programa LINGO
nazaj v Excel. Uporabnost funkcije si poglejmo na prejSnjem primeru. Najprej

definirajmo odlocditvene spremenljivke ter ostale koeficiente v programu LINGO.

Sintaksa je sledeca:

. |
MODEL:

SETS:

Delo/P1,P2,P3/:DEM;

Delavci/Marko,Anita, Sanja/:CAP;

LINKS (Delavci, Delo) :ure,dodeli;

ENDSETS

MIN=@SUM (LINKS:ure*dodeli) ;

@FOR (Delavci (J) :

@SUM (Delo(I) :dodeli (I, J))=DEM(J)) :;

@QFOR (Delo(I) :

@SUM (Delavci (J) :dodeli (I, J))=CAP(I));

DATA:

CAP,DEM,ure=QOLE ('\\fsl\FolderRedirectShare$\ivana.radicl\
Desktop\uvozvlingo.xls', 'Caps', 'povp','cena');
ENDDATA

END

Vozli§€a so definirana kot Delavci in Delo. Z LINKS funkcijo ustvarimo povezave
med vozliS¢i Delavci in Delo. Koeficienti, shranjeni pod spremenljivko ure so
doloCeni v tabeli in predstavljajo ure, ki jih doloCen delavec porabi, da opravi

doloceno delo. Spremenljivka »dodeli« pa predstavlja odlo€itvene spremenljivke.

Dolo¢imo omejitve sistema in sicer, da je enemu delavcu lahko dodeljeno samo

eno delo. V programu to zapiSemo kot vsoto vseh prihodov v vozlis€a. Vsota
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vhodov v posameznem vozliS¢u Delo mora biti natanko 1 in vsota vseh izhodov iz

vozliS¢ Delavci mora biti prav tako natanko 1.

Funkcija @OLE predstavlja vmesnik med Excelom in Lingom in je oblike @OLE().
Na prvem mestu v funkciji dolo€imo lokacijo Excelove datoteke, na naslednjih
pozicijah pa definiramo, katere podatke naj prebere iz datoteke.

V tem primeru smo podatke v Excelu poimenovali »Caps«, »povp« in »cenax.
Caps so vrednosti izvornih vozliS¢ (vozliS€a Delavci), povp predstavlja vrednosti
na konc¢nih vozlis€ih (vozlis€a Delavci).

Poglejmo si zapis teh podatkov v Excelu:

Slika 38: Zapis podatkov v Excelu

A B C D E F G H | J K
1 Zaporedno st. dela
2 s 2 1 3 = |Namenska funkcija 0|
2 Marko f 5 Ta tabela je poimenovana
4 Anita 27 8 13 ‘\ kot "cena" in vsebuije ure,
5 Sanja 14 25 30 ki jih vsa'k delavec .
—~—— potrebuje, da opravi
5 doloceno delo.
7 Zaporedno $t. dela
s 1 2 e e Ta stolpef je sllr'an]en poq
imenom "Caps" in vsebuje
9 Marko 0 1 koli¢ino ponudbe izvornih
10 Anita 0 1 < vozlis€. V kof
) primeru lahko vsako
n Sanja 0 1 izvorno vozli¢e ponudi le
12 Skupaj 0 0 0 enega delavca.
E Povp e i a5
14 1
15 Ta vrstica je poimenovanja
16 "Povp” in vsebuje
17 popravsevanje konénih
18 vozlis¢. V konkretnem
19 primeru vsako koncno
20 vozlis¢e potrebuje le
21 enega delavca.

Vrstica

CAP,DEM,ure=@OLE ('\\fsl\FolderRedirectShare$\ivana.radicl\Desktop\uvozvlingo.xls
', 'Caps','povp', 'cena’);

poda ukaz, da LINGO odpre Excelov dokument in iz njega prebere podatke za

»Caps«, »povp« in »cenax, ki so shranjeni pod temi imeni v Excelu.

Toma? Kramberger in Simona Sinko 79



Fakulteta za logistiko Univerze v Mariboru

Optimitacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odlocanje

Porocilo o reSitvi v LINGO:

e
Global optimal solution found.

Objective wvalue:
Infeasibilities:
Total solver iterations:
Elapsed runtime seconds:

Model Class:

DODELI
DODELI
DODELI
DODELI
DODELI
DODELI
DODELI
DODELI
DODELI

Variable

DEM (
DEM (
DEM (

CAP (MARKO
CAP (ANITA
CAP (SANJA

URE
URE
URE
URE
URE
URE
URE
URE
URE

MARKO,
MARKO,
MARKO,
ANITA,
ANITA,
ANITA,
SANJA,
SANJA,
SANJA,
MARKO,
MARKO,
MARKO,
ANITA,
ANITA,
ANITA,
SANJA,
SANJA,
SANJA,

Row

P
P
P

P
P
P
P
P
P
P
P
P

P
P
P
P
P
P
P
P

P

oUW

1)
2)
3)

)

)

)
1)
2)
3)
1)
2)
3)
1)
2)
3)
1)
2)
3)
1)
2)
3)
1)
2)
3)

32.00000

0.000000

3

0.83

LP

Value Reduced Cost

1.00000000 0.000000
1.00000000 0.000000
1.00000000 0.000000
1.00000000 0.000000
1.00000000 0.000000
1.00000000 0.000000
18.0000000 0.000000
5.00000000 0.000000
23.0000000 0.000000
27.0000000 0.000000
8.00000000 0.000000
13.0000000 0.000000
14.0000000 0.000000
25.0000000 0.000000
30.0000000 0.000000
0.00000000 18.00000
1.00000000 0.000000
0.00000000 10.00000
0.00000000 27.00000
0.00000000 3.000000
1.00000000 0.000000
1.00000000 0.000000
0.00000000 6.000000
0.00000000 3.000000
Slack or Surplus Dual Price
32.00000 -1.000000
0.000000 0.000000
0.000000 -5.000000
0.000000 -13.00000
0.000000 0.00000
0.000000 0.00000
0.000000 -14.00000

Dobimo enak rezultat kot pri reSevanju problema s programom Excel. Vrednost
namenske funkcije je 32 ur. Pod spremenljivkami »DODELI (IME DELAVCA,

OPRAVILO)« preberemo reSitev, kjer vidimo da je program dodelil Marku delo P2,
Aniti delo P3 ter Sanji delo P2.
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2 ANALIZA OVOJINICE PODATKOV - DEA

Analiza ovojnice podatkov?® ali krajSe DEA, je metoda merjenja ucinkovitosti, ki so
jo leta 1978 predstavili Charnes, Cooper in Rhodes. DEA je nestatisticha in
neparametricna metoda za ugotavljanje relativnih ucinkovitosti posameznih
odlocitvenih enot, ki jih vklju€imo v analizo. Te enote poimenujemo posamezne

odlocitvene enote ali krajSe DMU?5,

Analiza se najvecCkrat uporablja za primerjavo med institucijami, zato lahko kot
primere takih DMU navedemo: poslovalnice neke banke, policijske postaje,

bolnice, dav¢ni uradi, zapori, vojaske baze, Sole, univerze in podobno.

Posebna prednost DEA analize je, da se lahko uporabi tudi v organizacijah, kjer
dobicek ni edino merilo ucinkovitosti. V letih od predstavitve metode do danes je
bilo opravljenega veliko teoreti€nega in prakticnega dela, da je metoda dobila svojo
danasnjo obliko. O njej je bilo napisanih veliko uébenikov in knjig, npr. Ramanathan
(2003) in Beasley (b. d.). V tem poglavju smo se pri razlagi pojmov oprli na

definicije in oznake, ki jih v svojih zapiskih navaja Beasley (b. d.).

Metoda deluje na konceptu ovojnice okrog izbranih enot DMU. Ovojnica se oblikuje
na podlagi najboljSih DMU, mere ucinkovitosti ostalih pa se nato izraCunajo

relativno glede na oblikovano ovojnico (Ramanathan, 2003).

Relativno u€inkovitost DMU izraCunamo na podlagi koli¢nika med vhodnimi (inputi)
in izhodnimi podatki (outputi). Osnovna predpostavka metode je: ¢e nek DMU, ki
ga poimenujemo A izvede X,(A) enot outputov z X, (A) inputi, potem moramo tudi
ostale DMU-je v vzorcu primerjati na isti nacin. Torej koliko outputov X, (B) izvede
podjetje z X, (B) inputi. Ta predpostavka omogoca, da lahko enote DMU v vzorcu

ucinkovito primerjamo med seboj (DEA, b. d.).

%5 Data Envelopment Analysis
26 decision-making units
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V osnovi poznamo dve razdelitvi DEA modelov:

e Modeli, naravnani na vhodne podatke (v literaturi veCkrat zasledimo izraz
BCC?')

o ti modeli preverjajo, ali lahko preuevana DMU zmanjSa svoje trenutne
vhodne resurse in Se vedno proizvaja isto Stevilo izhodov;

e modeli, naravnani na izhodne podatke (v literaturi veCkrat zasledimo izraz
CCR?)

o ti modeli preverjajo, ali lahko preu¢evana DMU poveca svoj trenutni izhod

ob nespremenjenem Stevilu vhodnih resursov.

Poglejmo si preprost izracun relativne ucinkovitosti na podlagi stirih transportnih

podijetij in samo dveh podatkov.

Primer 10:
SERVISNA PODJETJA I.

Med seboj bomo primerjali u€inkovitost Stirih servisnih podjetij (ta predstavljajo
DMU- je v danem primeru). Za vsako od njih imamo po en izhodni podatek (Stevilo
zasebnih popravil) in en vhodni podatek (Stevilo zaposlenih). Podatki so zbrani v

spodnji tabeli.

Stevilo popravil | Stevilo zaposlenih
Medved 125 18
Granit 44 16
Slapar 80 17
Plamen 23 11

Iz podatkov lahko razberemo, da podjetje Granit s 16 zaposlenimi opravi 44
popravil na mesec, medtem ko podjetje Slapar s samo enim zaposlenim vec,

opravi kar 80 popravil na mesec. Sklepamo lahko, da je podjetje Slapar bolj

27 Banker, Charnes and Cooper model — poimenovan po avtorjih modela
28 Charnes, Cooper, Rhodes model
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uCinkovito kot podjetje Granit. DEA analiza pa ham omogoca, da lahko to tudi

racunsko preverimo.

Prvi korak pri izraCunu relativne ucinkovitosti podjetij je, da izraCunamo razmerje

(koli¢nik) vhodnega in izhodnega podatka za vsako podjetje posebe].

izhodni podatek

kolicnik =
orent vhodni podatek
IzraCun koli€nika Stevilo popravil na zaposlenega

Medved E 6,9
18

Granit ﬁ 2,75
16

Slapar @ 471
17

Plamen E 2,09
11

fwvor

swoa

koli€nik popravil glede na Stevilo zaposlenih podjetie Medved. Relativho

ucinkovitost ostalih podjetij izraCunamo na podlagi ugotovljenega najvecjega

koli¢nika.
Relativni koli¢nik Relativha ucinkovitost [%]
6,9
Medved —-1 100
\Y/ 6.9 00
Granit 2,75 100 39,86
6,9 ’
Slapar 471 100 68,26
P 6,9 !
2,09
Plamen =5 - 100 30,29
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Najvecjo relativno ucinkovitost ima podjetie Medved, najmanjSe pa podjetje
Plamen. Ce bi se Zelela podjetja Granit, Slapar in Plamen izbolj$ati v primerjavi s

podjetiem Medved, bi morala spremeniti vhodno ali izhodno vrednost.

Spremembo na bolje lahko dosezejo z zmanjSanjem vhodnega podatka —
zmanjSanjem Stevila zaposlenih, vendar ob predpostavki, da jim Stevilo zasebnih
popravil ne upade. Lahko pa ob istem Stevilu zaposlenih povecajo Stevilo popravil,

ki jih opravijo na mesecni ravni.

Seveda pa takSna preprosta analiza najvecCkrat ne pove veliko o ucinkovitosti
podjetja, saj podjetja ne opravljajo samo ene dejavnosti. V realnem sistemu so
sistemi DMU-jev veliko bolj kompleksni in tudi analiza DEA postane

kompleksnejsa.

2.1 Grafiéni nacin reSevanja analize ovojnice podatkov

Primer 11:
SERVISNA PODJETJA II.

Primer servisnih podjetij bomo razSirili tako, da bomo dodali Se eno dejavnost, s
katero se ukvarjajo podjetja. Poleg zasebnih popravil sedaj opravljajo tudi

popravila v tovarnah. Tako imamo sedaj en vhodni in dva izhodna podatka.

Stevilo zasebnih | Stevilo popravil | Stevilo

popravil v tovarnah zaposlenih
Medved 125 50 18
Granit 44 20 16
Slapar 80 55 17
Plamen 23 12 11

Kakor v prejSnjem primeru najprej izraCunamo Stevilo popravil na zaposlenega v
posameznem podjetju. Lo€imo med Stevilom zasebnih popravil in Stevilom popravil

v tovarnah.
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Stevilo zasebnih Stevilo popravil v

popravil na zaposlenega | tovarnah na zaposlenega

Medved 6,9 2,78
Granit 2,75 1,25
Slapar 4,71 3,24
Plamen 2,09 1,09

v

v

Ostali dve podjetji ne dosegata tako visokih koli¢nikov, torej v primerjavi s
podjetiema Medved in Slapar poslujeta slabSe. Ker se glede na razli¢na izhodna
podatka uspesnost podjetij razlikuje, tezko zaklju€imo, katero podjetje posluje
najbolj uc€inkovito. Ne moremo z gotovostjo trditi, ali je pomembneje, da podjetje

dosega visok koli¢nik pri zasebnih popravilih ali pri tovarniskih popravilih.

Dober nacin kako interpretiramo rezultate, kjer se kolicniki razlikujejo in imamo

samo dva vhodna in en izhodni podatek, je graficna analiza koli¢nikov.

Pripravimo si koordinatni sistem, kjer abscisna os predstavlja koli¢nik tovarniskih
popravil na zaposlenega, ordinatha os pa kolicnik zasebnih popravil na

zaposlenega.
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Slika 39: Grafi¢no reSevanje DEA analize

Medved -

[
oo
.
Q
1%}
(o]
e
5 Slapar
S
o
Q.
g

Granit
© O
©
'c:\'s 21 Plamen

0 1 2 3 4 5

Tovarniska popravila na zaposlenega

PolozZaja podjetij Medved in Slapar na zgorniji sliki predstavljata nivo ucinkovitosti,

ki presega ucinkovitost ostalih dveh podjetij. Modra ¢rta na grafu tako predstavlja

mejo ucinkovitosti ali ovoj podatkov (ravno zaradi ovoja, ki nastane pri grafi¢ni

metodi, je analiza dobila ime). Meja ucinkovitosti je obmocdje, ki naj bi ga podjetji

Granit in Plamen poskus$ali doseci s ciljem biti u€inkovitejSi. Posamicno relativho

ucinkovitost podijetij lahko preprosto izraCunamo po formuli, ki smo jo uporabili Ze

v primeru Servisna podjetja I. in dobimo naslednje rezultate:

Relativna udinkovitost

zasebnih popravil [%]

Relativnha udinkovitost

tovarniskih popravil [%]

Medved 100 85,80
Granit 39,86 38,58
Slapar 68,26 100

Plamen 30,29 33,64
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Ker na podlagi posameznih relativnih ucinkovitosti tezko sklepamo o tem, kako
uspesSna sta v primerjavi z ostalima dvema podjetiema, moramo izraCunati

numericno vrednost njune ucinkovitosti.

Slika 40: Numeri¢na ucinkovitost podjetij Granit in Plamen

N
Medved -

o O (optimum za Granit)
%” 61 Op (optimum za Plamen)
»
9 g
v
© Slapar
=4 P
>
o
o
g :
s ranit
C
©
rc\“G ol Plamen

0 1 2 3 4 5

Tovarniska popravila na zaposlenega

Raven ucinkovitosti za podjetji Granit in Plamen dobimo tako, da primerjamo
oddaljenost trenutne lege teh dveh podjetij na grafu do koordinatnega izhodi$€a in

oddaljenost to€ke njune optimalne uspesnosti do koordinatnega izhodis¢a.

Tocki njune optimalne uspesnosti sta na grafu predstavljeni s tockama 0, (to¢ka
optimalnosti za podjetje Plamen) in O, (toCka optimalnosti za podjetje Granit).
Vidimo, da lezita ravno na ovoju podatkov, ki ga tvorita 100 % uspesSni podjetji

Medved in Slapar.

Najprej izraCunamo raven ucinkovitosti za podjetje Plamen. Trenutno oddaljenost
podjetja od izhodiS¢a izraGunamo s formulo za razdaljo med dvema tockama v

koordinatnem sistemu:

Toma? Kramberger in Simona Sinko 87



Fakulteta za logistiko Univerze v Mariboru Optimitacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odlocanje

d(A,B) = |AB| =/ (x; — x1)* + (¥, — y1)?
kjer so x4, x,, y,in y, koordinate to€k, med katerima raCunamo razdaljo.

Prva toCka, ki jo upoStevamo v izracunu je koordinatno izhodiS¢e s koordinatami

(0,0), druga toCka pa trenutni polozaj podjetja. V primeru podjetja Plamen je to

109 209)

tocka s koordinatama (——
100° 100

dp =+/(2,09 — 0)2 + (1,09 — 0)2 = /4,37 + 1,188 = /5,558 = 2,36

Da lahko razdaljo podjetja od izhodiS€a primerjamo z njegovo razdaljo do ovoja
podatkov, moramo najprej dolociti, kje se nahaja toCka optimalnosti za podjetje

Plamen. Na grafu vidimo, da je toCka presecCiSCe premice p, ki poteka Cez

109 209

koordinatno izhodisCe in toCko, ki predstavlja trenutni polozaj podjetja (ﬁﬁ) ter

premico o, ki poteka ez toc€ki trenutnih polozZajev podjetij Medved in Slapar.
Da lahko izraCunamo presecisCe premic, moramo najprej poiskati enacbo premice
o. Spomnimo, da je osnovna enacba linearne funkcije y = kx + n, kjer sta k in

n poljubni realni Stevili.

Postopek iskanja enacbe premice, ki poteka skozi dve tocki, za kateri poznamo
koordinate dobimo tako, da najprej izraCunamo smerni koeficient premice k.

Smerni koeficient izraCunamo tako, da koordinati poznanih to¢k vstavimo v enacbo

V2= W
X2 —Xq

k

ISéemo enacbo premice o, ki poteka skozi legi podjetij Medved in Slapar, zato

upostevamo koordinate za podjetje Medved (%,%) in za podijetje Slapar
324 471,
oo’ 109"
4,71 —-6,97 =226
= = = —4,91

" 3,24—278 0,46
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Stevilo n iz prej zapisane enacbe dolog¢imo s pomogjo enacbe y = k(x — x;) + v,
kjer za k uporabimo predhodno izradunano vrednost smernega koeficienta ter
koordinati ene izmed tock.
y =—491(x — 2,78) + 6,97
y =—491x + 20,62

Enacba premice, ki predstavlja ovoj podatkov je torej y = —4,91x + 20,62. Na enak

nacin moramo sedaj dolociti Se enacbo premice p, ki poteka skozi koordinatno

izhodis¢e (0,0) in trenutno lego podjetja Plamen %,%)1
T 1,09-0 1,09

Premica p poteka skozi koordinatno izhodiSce, torej je njena zaCetna vrednost
enaka 0. Njen funkcijski predpis je tako
y = 1,92x.

ToCka 0p, ki predstavlja optimalno lego podjetja Plamen, lezi na preseciScu

premic, pin o, katerih enaCbe smo pravkar doloCili. Koordinati presecisCa

302 58

izraCunamo in dobimo optimalno lego podjetja Plamen, ki je to¢ka 0p (ﬁ'ﬁ)'

Sedaj lahko izraGunamo $e njeno oddaljenost od koordinatnega izhodis¢a, na isti

nacin, kot smo prej izraCunali oddaljenost trenutne lege do izhodiS¢a:

dop = /(3,02 — 0)2 + (5,80 — 0)2 = /9,12 + 33,64 = /42,76 = 6,54

Ko imamo izradunani razdalji obeh to¢k s koordinatnim izhodis€em, lahko
izraCunamo njun koli¢nik. Trenutna lega podjetja Plamen je od koordinatnega
izhodiS¢a oddaljena 2,36, optimalna lega pa 6,54.

dp _ 236 _ 0,3609
dop 654

0,3609 - 100 = 36,09%

Trenutna raven uspesnosti podjetja Plamen je torej 36,09 % napram uspesnejSima
podjetiema Medved in Slapar.
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Po enakem postopku izraCunamo trenutno raven podjetja Granit. Najprej

izraCunamo oddaljenost toCke, ki predstavlja njegovo trenutno lego (%(5),%) od

koordinatnega izhodisca:

dg = /(1,25 — 0)2 + (2,75 — 0)2 = \/1,56 + 7,56 = /9,12 = 3,02

Da bi poiskali lego toCke optimalne uspesnosti za podjetje Granit, moramo najprej
dolociti enabo premice g, ki poteka skozi koordinatno izhodiS¢e in trenutno lego
podjetja Granit:
_275-0 275
1,25-0 1,25

2,2

Ker premica poteka skozi koordinatno izhodisCe, je njen funkcijski predpis enak:

y=22x

Pois¢emo presecisCe premic g in o, kjer lezi toCka optimalne uspesnosti:
2,2x = —491x + 20,62
7,11x = 20,62
x =29

Koordinato y pa izraCunamo tako, da izraCunano koordinato x = 2,9 vstavimo v

eno izmed enacb premic:

y = 2,2x
y=22-29
y = 6,38
TocCka optimalne uspeSnosti podjetja Granit lezi na koordinatah OG(%,%).

IzraCunati moramo Se oddaljenost te toCke do izhodiS¢a:

doc = /(2,9 — 0)2 + (6,38 — 0)2 = /8,41 + 40,7 = /49,11 = 7,01

Ko imamo izraCunani razdalji obeh toCk s koordinatnim izhodis¢em, lahko
izraCunamo njun koli¢nik. Trenutna lega podjetja Granit je od koordinatnega
izhodis€a oddaljena 3,02, optimalna lega pa 7,01.
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dg _302 _ 0,4308
doc 7,01

0,4308 - 100 = 43,08 %

Trenutna raven uspesnosti podjetja Granit je torej 43,08 % glede na uspesnejSi

podjetji Medved in Slapar.
2.2 Analiza ovojnice podatkov in linearno programiranje

Primer, ki smo ga obravnavali, je obsegal le en vhodni in dva izhodna podatka,
zato smo ga lahko resili z grafi€cno metodo. V kolikor pa se Stevilo vhodnih in/ali
izhodnih podatkov poveca, graficno reSevanje ni ve¢ mogoce. V nadaljevanju

bomo predstavili kako DEA analizo razreSimo s pomocjo linearnega programa.

Ker je izhodno usmerjen pristop na splosno bolj primeren za oceno zmogljivosti in
izkoris€enosti zmogljivosti, se bomo v nadaljevanju posvetili temu modelu. V
izhodno usmerjenem modelu lahko razberemo, za koliko se spremeni relativha
ucinkovitost DMU, ki je ocenjen kot u€inkovit, s sorazmernim povecanjem izhodov.

Seveda pa pri tem razmerja vhodov ostanejo nespremenjena.

Resitev izhodno usmerjenega modela je relativna ucinkovitost posamezne DMU,
vrednost ucCinkovitosti, ki jo takSen model poda, je na intervalu [0,1]. Pri tem 1
pomeni najvisjo ucinkovitost DMU, manjSe vrednosti pomenijo ucinkovitost, ki je
slabSa od 100 %. Slabost izhodno usmerjene DEA analize je v tem, da lahko vec

podjetij postane 100 % ucinkovitih.
2.2.1 Izhodno usmerjeni modeli
V nadaljevanju bomo predstavili analizo $tiih DMU-jev s pomoc¢jo izhodno

usmerjenega modela, ki je laZji za razumevanje in interpretacijo. Se enkrat se

bomo lotili problema Servisna podjetja II.
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Stevilo zasebnih | Stevilo popravil v | Stevilo

popravil tovarnah zaposlenih
Medved 125 50 18
Granit 44 20 16
Slapar 80 55 17
Plamen 23 12 11

Linearni program, ki ga bomo predstavili v nadaljevanju, obravnava problem na

nekoliko drugacen nacin kot smo ga spoznali pri graficnem reSevanju.

Pri DEA analizi, ki jo naredimo s pomocjo linearnega programa uvedemo utezi
vhodnih in izhodnih podatkov (ozna€imo jih z W). V danem primeru potrebujemo

tri utezi, ki jih oznaCimo z Wy, Wr in Wyy,.

Spremenljivka W, naj predstavlja utez zasebnih popravil, W, uteZ tovarniskih

popravil, Wy, pa utez Stevila zaposlenih.

Definirati je treba ucinkovitosti za vsak DMU posebej in sicer kot koli¢nik med
uteZeno vsoto izhodnih podatkov in uteZzeno vsoto vhodnih podatkov. Numeri¢no
vrednost u€inkovitosti pri tem normiramo z vrednostmi med 0 in 1. Pozorni moramo

biti, da pri tem utezi izberemo tako, da maksimirajo u€inkovitost danega podjetja.

Poglejmo, kako zapisati linearni program, s katerim izraCunamo ucinkovitost
podjetia Granit. Cilj linearnega programa izhodno usmerjenega modela je
maksimirati utezeno vsoto izhodov DMU, ki ga analiziramo:

max Ug

Poglejmo na primeru podjetja Granit, kako zapisati celotno namensko funkcijo.
Podjetje ima 44 zasebnih popravil in 20 popravil v tovarnah utezeno vsoto izhodnih

podatkov zato zapiSemo kot 44W, + 20W;.

max Ug = 4'4WZ + ZOWT
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Za omejitve poleg uteZene vsote izhodnih podatkov potrebujemo Se uteZeno vsoto
vhodov. Zapisali smo namrec, da ucinkovitost definiramo kot koli¢nik med utezeno
vsoto izhodov in vhodov. V danem primeru imamo en vhodni podatek. Poglejmo,
kako sestaviti omejitev na primeru podjetja Granit, ki ima 16 zaposlenih. UteZena

vsota izhodnih podatkov je torej 44W, + 20W;, uteZzena vsota vhodnih podatkov

(44W 7 + 20W7)
16Wzap

pa 16W,,. Kolicnik med njima je torej
Omejitve za ostale DMU-je napiSemo na isti nacin:
_ (125W; + 50Wy)
M 18Wyqy

(44W, + 20W;)
G 16Wyq,

(80W; + 55Wr)
B 17Wyap

(23W; + 12Wr)
B 11Wyq,,

<1

IA
<

o o o ©
A IA
& o
A IA

IA
S
IA

1
1
1

S
o O

>
Wy >
Wiap = 0

kjer so Uy, U, Us in Up numeri¢ne vrednosti uspesnosti posameznih podijetij.

Predstavljeni problem optimizacije sodi med nelinearne probleme, ki so zahtevni
za reSevanje. Ker se v tem gradivu posve€amo linearnemu programiranju, bomo

predstavljeni nelinearni primer preoblikovali v linearnega.

Zgoraj zapisane izraze v omejitvah oblikujemo v linearne izraze. Kot dodatno
omejitev zapiSemo, da mora biti uteZzena vsota vhodov DMU-ja, za katerega smo
napisali linearni program, enaka 1. Dodatni pogoj postavimo zaradi lastnosti

modela, ki opazuje, za koliko se spremeni u€inkovitost podjetja, e spreminjamo
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izhodne parametre, medtem ko vhodni podatki ostajajo konstantni. S postavitvijo

dodatne enacbe tudi poskrbimo, da dobimo linearno obliko programa.

ZapiSemo torej:
16Wyqp =1

Numeri¢ne vrednosti uspesnosti podjetij morajo biti izrazene z vrednostmi med 0
in 1, zato zapiSemo:
_ (125w + sowr)
= 18Wyap
- (44W, + 20Wr)
o 16W7ap
(80W, + 55Wy)
17Wzap

(23W, + 12Wy) <
11Wyq,

Da pridobimo linearne obliko omejitev, je potrebno vsako izmed omejitev pomnoziti
z izrazi iz imenovalcev. V primeru prve omejitve, ki se nanasa na podjetje Medved,
je postopek nasledniji:

< (125Wz + 50Wr)
- 18Wzap

0 < (125W; + 50Wr) < 18Wyqy,

0 < 1/ 18Wyqy,

Ce natanéneje pogledamo desno stran enadbe (125W, + 50W;) < 18Wyqp,

vidimo, da je izraz (125W; + 50W; — 18Wy,,) < 0.

Po preureditvi vseh omejitev so omejitve novega linearnega programa sledece:
(125W; + 50Wr — 18Wy,,) < 0
(44W; + 20Wy — 16Wy,,) < 0.
(80W, + 55Wy — 17Wy,,) < 0.
(23W; + 12Wy — 11Wy,,) < 0.
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Zapisati je treba Se vse dodatne pogoje. Spomnimo, da utezi ne morejo biti

negativno Stevilo in da moramo fiksirati utezeno vsoto vhodnih podatkov za

opazovano podjetje.

2.2.2 ReSev

S
\Y
o

anje DEA analize na primeru izhodno usmerjenega modela s

programom LINGO

Linearni prog

ram vnesemo v program LINGO:

!Namenska
max = 44%*
'Omejitve
[Medved]
[Granit]
[Slapar]
[Plamen]
[Zasebna
[Tovar po
[Zaposlen

[Dodatna

funkcija;
WZ + 20*WT;

125*WZ + 50*WT - 18*WZap <= 0;
44*%WZ + 20*WT - 16*WZap <= 0;
80*WZ + 55*WT - 17*WZap <= 0;
23*WZ + 12*WT - 11*WZap <= 0;
popravilal] Wz >= 0;
pravila] WT >= 0;
i] WZap >= 0;

omejitev] 16*WZap = 1;

Toma? Kramberger in Simona Sinko 95



Fakulteta za logistiko Univerze v Mariboru Optimitacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odlocanje

Porocilo o reSitvi za DEA analizo (podjetje Granit):

e
Global optimal solution found.

Objective wvalue: 0.4317391
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

WZ 0.3043478E-02 0.000000

WT 0.1489130E-01 0.000000

WZAP 0.6250000E-01 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 0.4317391 1.000000

MEDVED 0.000000 0.2852174

GRANIT 0.5682609 0.000000

SLAPAR 0.000000 0.1043478

PLAMEN 0.4388043 0.000000

ZASEBNA POPRAVILA 0.3043478E-02 0.000000

TOVAR POPRAVILA 0.1489130E-01 0.000000

ZAPOSLENT 0.6250000E-01 0.000000

DODATNA OMEJITEV 0.000000 0.4317391

Vrednost namenske funkcije: v primeru podjetja Granit je vrednost namenske
funkcije enaka 0,432. Tako kot pri graficnem nacinu vrednost pomnozimo s 100,
da dobimo relativno ucinkovitost podjetja v procentih

0,432-100 = 43,2 %

GrafiCna reSitev se od reSitve LINGO razlikuje za 0,12 %, kar je posledica

zaokrozZevanja Stevil pri raCunanju.

Poleg relativne ucinkovitosti lahko iz porocCila razberemo tudi vrednosti
posameznih uteZi. Vrednosti utezi vhodnih podatkov odrazajo relativho povecanje
ucinkovitosti DMU-jev v primeru, da ustrezno vhodno vrednost zmanjSamo za eno
enoto. V danem primeru imamo samo en vhodni podatek - Stevilo zaposlenih W 4p.
Vrednosti utezi izhodnih podatkov pa odrazajo spremembo ucinkovitosti DMU-ja,
Ce spremenimo ustrezno izhodno vrednost. V naSem primeru imamo dva izhodna

podatka — Stevilo popravil v tovarnah W; in Stevilo zasebnih popravil W,.

V tabeli Vrednost razberemo, da je vrednost W, enaka 0,00304, kar pomeni, da
Ce bi podjetje izvedlo eno zasebno popravilo ve¢ ob istem Stevilu zaposlenih in

istem Stevilu tovarniSkih popravil, bi s tem svojo u€inkovitost dvignilo za 0,304%.
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Ce pa bi opravilo eno tovarnigko popravilo ve&, pa bi uginkovitost dvignilo za 1,489
%.

Cilj vsakega podjetja je, da se izboljSuje. Podatek o tem, za koliko mora izboljSati
svojo ucinkovitost, da bo njegovo delovanje dejansko ucinkovito lahko izraCunamo
tako, da vrednost namenske funkcije odstejemo od 1:

1-0,432 = 0,568

Podjetje Granit mora svojo u€inkovitost povecati za 56,8 %, da bo ucinkovito. To
lahko stori tako, da zmanjSa Stevilo zaposlenih, ob predpostavki, da Stevilo

izvedenih popravil ostane enako.

Ce nas, namesto uginkovitosti podjetja Granit, zanima uspe$nost podjetja Medved,
v danem linearnem programu spremenimo namensko funkcijo in dodatno omejitev.
Spremeniti je treba torej samo vrednosti vhodnih in izhodnih podatkov. Izraz za

uspesnost podjetja Medved je naslednii:

Maksimum namenske funkcije je:
max Uy, = max(125W, + 50W;).

Ostale omejitve ostanejo enake, nov linearni program za izracun relativne
uspesnosti podjetja Medved je tako:
max Uy = max(125W, + 50Wr).

(125W; + 50W; — 18Wy,,) <0

(44Wy + 20Wp — 16Wy,,) < 0.

(80Wy + 55Wp — 17Wy,,) < 0.

(23Wy + 12Wp — 11Wy,,) < 0.

W, =0

Dodatna omejitev pa je zdaj:
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. |
!Namenska funkcija;

max = 125*WZ + 50*WT;

'Omejitve;

[Medved] 125*WZ + 50*WT - 18*WZap <= 0;
[Granit] 44*WZ + 20*WT - 16*WZap <= 0;
[Slapar] 80*WZ + 55*WT - 17*WZap <= 0;
[Plamen] 23*WZ + 12*WT - 11*WZap <= 0;
[Zasebna popravilal] Wz >= 0;

[Tovar popravila] WT >= 0;

[Zaposleni] WZap >= 0;

[Dodatna omejitev] 18*WZap = 1;

Porocilo o resitvi za DEA analizo (Medved):

]
Global optimal solution found.

Objective value: 1.000000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

WZ 0.8000000E-02 0.000000

WT 0.000000 0.000000

WZAP 0.5555556E-01 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 1.000000 1.000000

MEDVED 0.000000 1.000000

GRANIT 0.5368889 0.000000

SLAPAR 0.3044444 0.000000

PLAMEN 0.4271111 0.000000

ZASEBNA POPRAVILA 0.8000000E-02 0.000000

TOVAR POPRAVILA 0.000000 0.000000

ZAPOSLENTI 0.5555556E-01 0.000000

DODATNA OMEJITEV 0.000000 1.000000

Vrednost namenske funkcije je tokrat 1. Numeri¢na vrednost ucinkovitosti

podjetja Medved je tako 100 %, kar smo prej pokazali tudi z grafi€no metodo.

V tabeli Vrednost je vrednost W, enaka 0,008, torej bi v primeru izvedbe enega
zasebnega popravila ve¢€ (ob istem Stevilu zaposlenih in istem Stevilu tovarniskih

popravil) podjetje svojo u€inkovitost dvignilo za 0,8 %.
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Ker je podjetije ze 100% ucinkovito, svoje ucinkovitosti s poveCanjem Stevila

tovarniskih popravil ne more dvigniti.

Poglejmo sedaj Se LINGO kodo za podjetje Plamen:

!Namenska funkcija;
max = 23*WZ + 12*WT;

'Omejitve;

[Medved] 125*WZ + 50*WT - 18*WZap <= 0;

[Granit] 44*WZ + 20*WT - 16*WZap <= 0;

[Slapar] 80*WZ + 55*WT - 17*WZap <= 0;

[Plamen] 23*WZ + 12*WT - 11*WZap <= 0;

[Zasebna popravila] WZ >= 0;
[Tovar popravilal] WT >= 0;
[Zaposleni] WZap >= 0;

[Dodatna omejitev] 11*WZap = 1;

Porocilo o resitvi za DEA analizo (Plamen):

Global optimal solution found.
Objective value:
Infeasibilities:

Total solver iterations:
Elapsed runtime seconds:

Model Class:

Variable
WZ

WT

WZAP

Row

1

MEDVED

GRANIT

SLAPAR

PLAMEN

ZASEBNA POPRAVILA
TOVAR_POPRAVILA
ZAPOSLENTI
DODATNA_OMEJITEV

0.3617391
0.000000
2

0.05

LP

Value
0.4426877E-02
0.2166008E-01
0.9090909E-01

Slack or Surplus
0.3617391
0.000000
0.8265613
0.000000
0.6382609
0.4426877E-02
0.2166008E-01
0.9090909E-01
0.000000

Reduced Cost
0.000000
0.000000
0.000000

Dual Price
1.000000
0.1060870
0.000000
0.1217391
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.3617391
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Vrednost namenske funkcije je tokrat 0,3617. Numeri¢na vrednost ucinkovitosti

podjetja Plamen je tako 36,17 %, kar smo prej pokazali tudi z graficno metodo.

V tabeli Vrednost je vrednost W, enaka 0,00443, kar pomeni, da Ce bi podjetje
izvedlo eno zasebno popravilo veC ob istem Stevilu zaposlenih in istem Stevilu
tovarniskih popravil, bi s tem svojo ucinkovitost dvignilo za 0,443 %, Ce pa bi

opravilo eno tovarnisko popravilo vec, bi uc€inkovitost dvignilo za 9,09 %.

Podatek o tem, za koliko mora podijetje izboljsati svojo ucinkovitost, da bo njegovo
delovanje 100 % ucinkovito lahko izraCunamo tako, da vrednost namenske
funkcije odstejemo od 1:

1-0,3617 = 0,6383

Podjetje Granit mora svojo ucinkovitost povecati za 63,83 %, da bo 100 %

udinkovito.

LINGO koda za izraCun relativne ucinkovitosti podjetja Slapar:

|
!Namenska funkcija;

max = 80*WZ + 55*WT;

'Omejitve;

[Medved] 125*WZ + 50*WT - 18*WZap <= 0;
[Granit] 44*WZ + 20*WT - 16*WZap <= 0;

[Slapar] 80*WZ + 55*WT - 17*WZap <= 0;

[Plamen] 23*WZ + 12*WT - 11*WZap <= 0;

[Zasebna popravilal] WzZ >= 0;

[Tovar popravila] WT >= 0;

[Zaposleni] WZzap >= 0;

[Dodatna omejitev] 17*WZap = 1;
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Porocilo o resitvi za DEA analizo (Slapar):

e
Global optimal solution found.

Objective wvalue: 1.000000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

Wz 0.000000 0.000000

WT 0.1818182E-01 0.000000

WZAP 0.5882353E-01 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 1.000000 1.000000

MEDVED 0.1497326 0.000000

GRANIT 0.5775401 0.000000

SLAPAR 0.000000 1.000000

PLAMEN 0.4288770 0.000000

ZASEBNA POPRAVILA 0.000000 0.000000

TOVAR POPRAVILA 0.1818182E-01 0.000000

ZAPOSLENI 0.5882353E-01 0.000000

DODATNA OMEJITEV 0.000000 1.000000

Vrednost namenske funkcije je tokrat 1. Numeri¢na vrednost ucinkovitosti

podjetja Slapar je 100 %, kar smo prej pokazali tudi z graficho metodo.

Ker je podjetjie na podroCju zasebnih popravil Ze 100% ucinkovito, svoje

ucinkovitosti s pove€anjem Stevila teh popravil ne more dvigniti.

V tabeli Vrednost je vrednost W, enaka 0,01818, kar pomeni, da €e bi podjetje
izvedlo eno zasebno popravilo ve¢ ob istem Stevilu zaposlenih in istem Stevilu

tovarniskih popravil, bi s tem svojo ucinkovitost dvignilo za 1,818 %.

2.2.3 ReSevanje analize ovojnice podatkov na primeru izhodno

usmerjenega modela s programom Excel

V tem poglavju bomo spoznali Se, kako reSimo primer DEA izhodno usmerjene

analize v programu Excel. Za primer bomo vzeli primer Servisna podjetja Il.

V programu Excel oblikujemo tabelo s podatki o Stevilu popravil v posameznih
podietjih in Stevilu zaposlenih v njih. Poleg tabele s podatki pripravimo Se tabelo

za utezi, vendar pustimo celice prazne.
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V pripravljeno celico za namensko funkcijo vnesemo formulo za podijetje Granit,
saj bomo najprej analizirali to podjetje. Spomnimo, da smo pri uvedbi linearnega

programa zapisali, da je namenska funkcija uteZzena vsota izhodnih podatkov.

Slika 41: Priprava podatkov za DEA analizo v programu Excel

A B c D E F G H
1

2 Stevilo zasebnih popravil  Stevilo popravil v tovarnah Stevilo zaposlenih

3 Medved 125 50 18 UteZi

4 Granit 44 20 16 wz

5 Slapar 80 55 17 wt

6 Plamen 23 12 11 wzap

7

8 ,[ ka funkcija =C4*H4+DA4*HS

Pripravimo celice za omejitve. Te bomo tokrat definirali nekoliko drugace kot v
programu LINGO. Spomnimo, da smo omejitev podjetja Granit najprej razvili do
takSne oblike:

0 < (125W; + 50Wp) < 18Wy,,

Omejitev lahko torej izrazimo tudi kot:
(125W; + 50Wp) < 18Wyy,,

Pogoj, da mora biti izraz vecji od 0 pa bo izpolnjen pod pogojem, da morajo biti
vse vrednosti utezi veCje od 0. Na levo stran neenacbe v Excelu za vsa podjetja
vhnesemo utezeno vsoto izhodnih podatkov. Na desno stran pa za vsa podjetja

vhesemo utezeno vsoto vhodnih podatkov.

Potrebujemo le Se dodatno omejitev. Utezena vsota vhodnih podatkov

opazovanega podijetja mora biti enaka 1. Najprej bomo reSevali primer za podjetje

Slika 42: Vnos omejitev za DEA analizo

A B c D £ F G H
i
2 Stevilo zasebnih popravil  Stevilo popravil v tovarnah Stevilo zaposlenih
3 Medved 125 50 18 Uteii
4 Granit 44 20 16 wz
5 Slapar 80 55 17 'wt
6 Plamen 23 12 11 wzap
8 | ka funkcija =C4*HA4+D4*H5
9
10 Omejitve UteZena vsota izhodnih podatkov Utejena vsota vhodnih podatkov
1 Medved =C3*$H$44D3*SHSS <= =E3*$H$6
2 Granit =C4*$HS$A+DA*SHSS <= =EA*$HS6
13 Slapar =C5*$H$4+D5*SHSS <= =E5*SHS6
14 Plamen =C6*$H$4+D6*SHSS <= =E6*SHS6

5

16 |Dodatna omejitev. =E4*H6 = 1
7
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Vnesemo potrebne parametre v ReSevalnik. Namensko funkcijo maksimiramo. V
omejitve dodamo omejitev, da je utezena vsota izhodnih podatkov lahko manjsa
ali enaka utezeni vsoti vhodnih podatkov, dodatno omejitev, ki smo jo definirali in
pogoj, da morajo biti odloCitvene spremenljivke vecje ali enake 0. Za metodo

reSevanja izberemo Simpleksno linearno programiranje.

Slika 43: Parametri ReSevalnika za reSevanje DEA

Nastavi cilj: sDs8 5]

Za: ® Maks O Min (O Vrednost od:

S spreminjanjem celic s spremenljivkami:
SHS4:SHS6 2.

Zadeve v omejitvah:

SDS11:5D514 <= SFST1:5FS14 -
SDS16 = SFS16 Bl
SHS4:SHS6 >= 0
Spremeni
Izbridi

Ponastavi vse

NalozZi/shrani

Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne

Izberite metodo Sil 10 linearno pr i 5 Moznosti
reSevanja: —

Metoda reievanja

Za probleme reievalnika, ki so gladko nelinearne izberite mehanizem »Nelinearni GRG«, Za
linearne probleme resevalnika izberite i » o linearno prog iranje«, za
probleme resevalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijski«.

Slika 44: ReSitev za podjetje Granit

A B c D E F G H
1
2 Stevilo bnih il Stevilo popravil v tovarnah Stevilo zaposlenih
3 Medved 125 50 18 Utezi
4 Granit 44 20 16 wz 0,00304
5 Slapar 80 55 17 wt 0,01489)
6 Plamen 23 12 1 wzap 0,0625|
7
8 [ 0,43173913|
9
10 Omeji UteZena vsota izhodnih podatk UteZena vsota vhodnih podatk
1 Medved 1,125 <= 1,125
12 Granit 0,43173913 <= 1]
13 Slapar 1,0625 <= 1,0625
14 Plamen 0,248695652 <= 0,6875)
15
16 Dodatna omejitev 1 = 1]

Program Excel je izpisal iste rezultate kot prej program LINGO. Zanima nas
vrednost Namenske funkcije, ki nam v tem primeru pove, da podjetje Granit
dosega 43,17 % relativnho ucinkovitost. V tabeli utezZi pa lahko preberemo $e, za
koliko se bo spremenila ucinkovitost podjetja, e se spremeni Stevilo izhodov za 1,
ob predpostavki, da Stevilo zaposlenih ostane enako.
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Ce Zelimo sedaj preveriti uginkovitost podjetia Medved, moramo spremeniti
namensko funkcijo in dodatno omejitev, vse ostalo ostane enako. Tudi v
reSevalniku ni potrebno niCesar spreminjati, le na novo ga zaZenemo, ko

spremenimo potrebno v delovnem listu. Enako naredimo tudi za preostali dve

podjetji.
Slika 45: Sprememba podatkov za raunanje ucinkovitosti podjetja Medved
A 8 c D £ F G H

1

2 Stevilo zasebnih popravil Stevilo popravil v tovarnah Stevilo zaposlenih

3 |Medved 125 50 18 Uteii

4 Granit a4 20 16 wz

5 Slapar 80 55 17 wt

6 Plamen 23 12 1 wzap

7

8 [ ka funkcija =C3*H4+D3*H5

3

10 Omejitve UteZena vsota i ih p UteZena vsota vhodnih podatkov

n Medved =C3*$H$4+D3*SHSS <= =E3*$H$6

12 Granit =C4*$HS$4+DA*SHSS <= =E4*$HS6

13 Slapar =C5*SH$4+D5*SHSS5 <= =E5*$HS6

14 Plamen =C6*SHS4+D6*SHSS <= =E6*SHS6

15

16 |Dodatna omejitev =E3*H6 = 1

17

1

Slika 46: ReSitev za podjetje Medved
A B c D E F G H

1

2 Stevilo zasebnih pop Stevilo ilv h Stevilo zaposlenih

3 Medved 125 50 18 Utezi

4 Granit 44 20 16 wz 0,008|
5 Slapar 80 55 17 wt 0f
6 Plamen 23 12 11 wzap 0,055556
7

8 [ 1

9
10 (Omejitve UteZena vsota izhodnih podatkov UteZena vsota vhodnih podatkoy|
1 Medved 1 <= 1
12 Granit 0,352 <= 0,888888889
13 Slapar 0,64 <= 0,944444444
14 Plamen 0,184 <= 0,611111111/
15

16 Dodatna omejitev 1 = 1]

17

Zanima nas vrednost Namenske funkcije, ki je v tem primeru 1, torej podjetje
Granit dosega 100 % ucinkovitost. V tabeli utezi lahko preberemo Se, za koliko se
bo spremenila ucinkovitost podjetja, ¢e se spremeni Stevilo izhodov za 1, ob

predpostavki, da Stevilo zaposlenih ostane enako.
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Slika 47: Sprememba podatkov za racunanje ucinkovitosti podjetja Slapar

A B c D E F G H

1

2 Stevilo zasebnih popravil  Stevilo popravil v tovarnah Stevilo zaposlenih

3 Medved 125 50 18 Utezi

4 Granit 44 20 16 wz

5 Slapar 80 55 17 wt

6 Plamen 23 12 11 wzap

7

8 |Namenska funkcija =C5*H4+D5*H5

9

10 Omejitve UteZena vsota izhodnih podatkov UteZena vsota vhodnih podatkov

1 Medved =C3*$HS$4+D3*$HS5 <= =E3*$H$6

12 Granit =CA*$H$A+DA*SHSS <= =E4*$HS6

13 Slapar =C5*$H$4+D5*SHS5 <= =ES*SHS6

14 Plamen =C6*SH$4+D6*SHSS <= =E6*SHS6

15

16 Dodatna omejitev =E5*H6 = 1

17

Slika 48: Resitev za podjetje Slapar
A 8 (= D 3 F G H

1

2 Stevilo bnih popravil Stevilo il v tovarnah Stevilo zaposlenih

3 Medved 125 50 18 Utezi

4 Granit 44 20 16 wz 0,00286/
3 Slapar 80 55 17 wt 0,01402
6 Plamen 23 12 11 wzap  0,05882
7

8 ! 1]

9

10 Omejitve UteZena vsota izhodnih podatkov Utezena vsota vhodnih podatkov
1 Medved 1,058823529 <= 1,058823529
12 Granit 0,406342711 = 0,941176471

13 Slapar 1 <= 1
14 Plamen 0,234066496 <= 0,647058824

15

16 |Dodatna 1 = 1

Tudi podjetje Slapar dosega 100 % ucinkovitost. Tabela uteZi predstavlja vrednosti

za katere se bo spremenila ucinkovitost podjetja, e spremeni Stevilo izhodov za

1, ob predpostavki, da Stevilo zaposlenih ostane enako.

Slika 49: Sprememba podatkov za raunanje ucinkovitosti podjetja Plamen

A 8 c D E F G H
1
2 Stevilo ih popravil  Stevilo popravil v tovarnah Stevilo zaposlenih
3 Medved 125 50 18 Utezi
4 Granit 44 20 16 wz
5 Slapar 80 55 17 wt
6 Plamen 23 12 11 wzap
7
8 INnmenska funkcija =C6*H4+D6*HS
9
10 Omejitve UteZena vsota izhodnih podatkov UteZena vsota vhodnih podatkov
1 Medved =C3*$HS$4+D3*SHS5 <= =E3*$H$6
2 Granit =CA*$HSA+DA*SHS5 <= =E4*$H$6
13 Slapar =C5*SHS4+D5*SHS5 <= =E5*SHS$6
14 Plamen =C6*SHS4+D6* SHS5 <= =E6*SH$6
15
16 IDodatna omejitev =E6*H6 = 1
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Slika 50: ReSitev za podjetje Plamen

A B C D E F G H
1
2 Stevilo zasebnih popravil Stevilo popravil v tovarnah Stevilo zaposlenih
3 Medved 125 50 18 Utezi
4 Granit a4 20 16 wz 0,0044]
5 Slapar 80 55 17 wt 0,0217|
6 Plamen 23 12 11 wzap 0,0909
7
8 Namenska funkcija 0,36173913|
9
10 Omejitve UteZena vsota izhodnih podatkov UteZena vsota vhodnih podatkov
1 Medved 1,636363636 <= 1,636363636)
12 Granit 0,62798419 <= 1,454545455
13 Slapar 1,545454545 <= 1,545454545|
14 Plamen 0,36173913 <= 1

15

16 Dodatna omejitev 1 = 1
17

Podjetje Plamen dosega 36,17 % relativno ucinkovitost, kar lahko preberemo v
tabeli Namenska funkcija. Rezultat je enak, kot smo ga dobili na grafi¢ni nacin in z
reSevanjem v LINGO. V tabeli utezi pa lahko preberemo Se, za koliko se bo
spremenila ucinkovitost podjetja, ¢e se spremeni Stevilo izhodov za 1, ob

predpostavki, da Stevilo zaposlenih ostane enako.

2.2.4 ReSevanje analize ovojnice podatkov s programom DEAP

V primeru, ko je za analizo ovojnice podatkov na voljo ve¢ vhodnih in izhodnih
podatkov, lahko sestavljanje linearnega programa postane zakomplicirano in
predstavljena programa LINGO in Excel nista ve€ priro¢na. V tem poglavju zato
prikazujemo uporabo programa DEAP, ki nekoliko poenostavi izvedbo analize
ovojnice podatkov.

DEAP oziroma Data Envelopment Analysis (Computer) program je relativho

enostavna aplikacija, namenjena analizam ovojnice podatkov.

Brez namestitve dodatka WindDEAP Ilahko program uporabljamo brez
uporabniSkega vmesnika — le z ukaznim oknom. Postopek bo opisan v

nadaljevanju.

Uporabimo primer, ki smo ga ze reSili — problem servisnih podijetij Il. Pripravili smo

tabelo v programu Excel.
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Slika 51: Priprava podatkov za reSevanje v DEAP (1)

A B C D E

1

2 Stevilo zasebnih popravil  Stevilo popravil v tovarnah Stevilo zaposlenih
3 Medved 125 50 18

4 Granit a4 20 16

5 Slapar 80 55 17

6 Plamen 23 12 11

7

Da bo DEAP lahko prebral podatke za analizo, je potrebno podatke v programu
Excel preoblikovati. V tabeli ne sme biti besedila, le Stevilski podatki. Podatki se
morajo zaceti v celici A1, pred prvim stolpcem podatkov ne sme biti praznih

stolpcev, prav tako ne sme biti praznih vrstic.

V zacetne stolpce moramo biti najprej vnesti izhodne podatke, Sele ko izhodnih

podatkov ni vec, lahko vnesemo vhodne podatke.

V konkretnem primeru bodo v stolpcu A podatki o Stevilu zasebnih popravil v
podjetjih, v stolpcu B podatki o Stevilu popravil v tovarnah, v stolpcu C pa podatki
0 zaposlenih.

Da bi program lahko prebral podatke, morajo biti shranjeni kot tekstovna datoteka
— pri shranjevanju tabele v programu Excel izberemo tip datoteke Besedilo (MS-
DOS) (Text (MS-DOS)(*.txt)).

Poudariti je treba, da vse tekstovne datoteke za izvedbo DEA analize shranjujemo

v mapo DEAP, ki jo program tvori ob namestitvi. Pot do datoteke je C:\DEAP.

Slika 52: Priprava podatkov za reSevanje v DEAP (2)

/| dea™- Notepad

A B @ File Edit Format View Help
1 125 50 18 125 50 18
2 44 20 16 44 20 16
4 23 12 11
= 23 12 a it
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V drugo tekstovno datoteko vnesemo ostale potrebne podatke o modelu, ki ga

zelimo analizirati.

Slika 53: Datoteka z navodili

7 deavins - Notepad -t
File Edit Format View Help

dea.txt DATA FILE NAME

dea-out.txt OUTPUT FILE NAME

4 NUMBER OF FIRMS

1 NUMBER OF TIME PERIODS

2 NUMBER OF OUTPUTS

1 NUMBER OF INPUTS

2] ©=INPUT AND 1=OUTPUT ORIENTATED

2] ©=CRS AND 1=VRS

2] ©=DEA(MULTI-STAGE), 1=COST-DEA, 2=MALMQUIST-DEA, 3=DEA(1-STAGE), 4=DEA(2-STAGE)

V prvo vrstico vnesemo ime datoteke s podatki, ki smo jo ustvarili. V nasem

primeru smo jo poimenovali dea.txt.

V drugo vrstico vnesemo ime izhodne datoteke s podatki, ki jih bo program

izracunal.

V tretji vrstici definiramo Stevilo podjetij oziroma DMuU-jev, ki jih problem

obravnava.

V Cetrti vrstici definiramo Stevilo izhodnih podatkov, ki so na voljo in v peti vrstici

Stevilo vhodnih podatkov o prou¢evanih DMU-jih.

V Sesti vrstici definiramo ali Zelimo model usmerjen na vhodne podatke (v tem
primeru vpiSemo 0) ali model usmerjen na izhodne podatke (v tem primeru

vpiSemo 1).

V sedmi vrstici definiramo ali Zelimo CRS?® model (0) ali VRS* model (1).
V osmi vrstici definiramo model DEA analize. V vseh primerih, ki jih obravnava to

gradivo izberemo 0 (veCstopenjsko analizo).

2% CRS model izraéuna oceno uéinkovitosti, ki jo imenujemo stalni donos tehniéne ucinkovitosti; primeren
je kadar analizirana podjetja poslujejo v optimalnem obsegu

30 VRS model izraéuna oceno uéinkovitosti, ki jo imenujemo spremenljivi donos tehniéne uéinkovitosti;
primeren kadar analizirana podjetja ne poslujejo v optimalnem obsegu
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Datoteko shranimo kot tekstovno datoteko, katere ime vsebuje —ins (npr. dea-

ins.txt). Datoteka postane izvrSna datoteka za DEA model.

V oknu programa DEAP v ukazno vrstico vnesemo ime izvrSne datoteke, ki smo
jo oblikovali.

Slika 54: Vnos ukazne vrstice v programu DEAP

8 ' C\DEAP\DEAP.EXE

PDEAP Version 2.1

A Data Envelopment Analysis (DEA) Program

y Tim Coelli
Centre for Efficiency and Productivity Analysis
Jniversity of Queensland
risbane, QLD 4872
Australia.
mail: t.coelli@economics.uq.edu.au
pleb: http://www.uq.edu.au/economics/cepa

nter instruction file name: dea-ins.txt

Po kliku na tipko »enter« program zaZene DEA analizo in v mapi oblikuje novo
tekstovno datoteko z reSitvijo:

Results from DEAP Version 2.1

Instruction file = dea-ins.txt
Data file = dea.txt

Input orientated DEA
Scale assumption: CRS

Slacks calculated using multi-stage method

EFFICIENCY SUMMARY:

f'rlm tleooo Na zadetku porogila se nahaja povzetek relativne u&inkovitosti za
20432 vsa podjetja in aritmeti¢na sredina, izracunana iz vseh posameznih.
3 1.000
4—0-362 Za dani primer smo dobili iste rezultate kakor z ostalimi programi.
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mean 0.698

FIRM BY FIRM RESULTS:

Results for firm: 1 %

Technical efficiency = 1.000 <= | Podatek o ucinkovitosti DMU

PROJECTION SUMMARY:

variable original
value
output 1 125.000
output 2 50.000
input 1 18.000

LISTING OF PEERS:
peer lambda weight
1 1.000

Results for firm: 2
Technical efficiency = 0.432
PROJECTION SUMMARY:

variable original
value
output 1 44.000
output 2 20.000
input 1 16.000

LISTING OF PEERS:
peer lambda weight
1 0.285
3 0.104

Results for firm: 3
Technical efficiency = 1.000
PROJECTION SUMMARY:

variable original
value
output 1 80.000
output 2 55.000
input 1 17.000

LISTING OF PEERS:
peer lambda weight
3 1.000

Results for firm: 4
Technical efficiency = 0.362
PROJECTION SUMMARY:

variable original
value
output 1 23.000
output 2 12.000
input 1 11.000

LISTING OF PEERS:

peer lambda weight
1 0.106
3 0.122

radial
movement
0.000
0.000
0.000

radial
movement
0.000
0.000
-9.092

radial
movement
0.000
0.000
0.000

radial
movement
0.000
0.000
-7.021

slack
movement
0.000
0.000
0.000

slack

movement

0.000
0.000
0.000

slack
movement
0.000
0.000
0.000

slack
movement
0.000
0.000
0.000

vsako DMU posebej.

projected
value
125.000
50.000
18.000

Cilijne vrednosti

V nadaljevanju porocila najdemo podrobnosti za

(Projected values) predstavljajo

vrednosti vhodnih oz. izhodnih podatkov, ki bi jih

podjetjie moralo spremeniti, da bi postalo 100 %

ucéinkovito.

projected
value
44.000
20.000
6.908

projected
value
80.000
55.000
17.000

projected

value
23.000
12.000
3.979

Podjetje bi potrebovalo le 7
zaposlenih za takdno Stevilo
popravil, da bi doseglo 100

% ucinkovitost

Podjetje bi potrebovalo le 4
zaposlene za taksno Stevilo
popravil, da bi doseglo 100

% udinkovitost
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Uporabniski vmesnik Win4dDEAP omogoca oblikovanje v uporabniSkem vmesniku.
Vnesemo Stevilo DMU-jev za analizo, dodamo stolpce za vhodne in izhodne

podatke ter vtipkamo podatke.

Slika 55: Vnos podatkov v uporabniSki vmesni WindDEAP

MD Win4DEAP - Window for DEAP
File Edit View Analysis Help

D|e|@| 7] 8] 3:[3=5] "5/ ¥[¥] (*|+|~| =|@

| DMU4, OUT2 12
» Output Input Output
ouT! INT ouT2
DMUT 125,00 18,00 50,00
DMU2 44,00 16,00 20,00
DMU3 80,00 17.00 55,00
DMU4 0.00 11,00

Pod zavihkom Analiza (Analysis) kliknemo na Model in se odpre okno, kjer

oznacimo parametre, ki smo jih prej vpisali v izvr§no datoteko.

Slika 56: Vnos parametrov za DEA analizo v programu DEAP

Model X
~DOrientation | Calculate T periods
" input " DEA [1-stage)
-
¢ output " DEA [2-stage)

i i
Returns to scale DS meki-stave]

+ constant " DEA-COST
" variable  MALMQUIST
~ Epsilon

if abs(x - y] < Eps. then # is said to equal y.

[1E-6 =

= Help

~ Report

" Summary tables only

OK

Default epsilon and report Cancel
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Podatki, ki jih program izpiSe so enaki, kot ¢e uporabimo program brez

uporabniskega vmesnika.

2.3 Dodatni primeri

Primer 12:
TRIJE KMETJE

Trije kmetje z doloCenim Stevilom strojev (vhodni podatek) obdelujejo svoje
povrSine in redijo govedo (izhodni podatek). Vrednosti vhodnih in izhodnih
podatkov za vsakega kmeta so zapisane v spodnji tabeli. Za vsakega kmeta bomo

poskusali ugotoviti, kako uspesno izkoriS¢a svoje stroje.

Hektarji Zivina | Stroji

obdelovalne zemlje

Govedicé 20 15 20
Smrekar | 16 30 25
Budar 8 10 12

Resitev:

Najprej izraCunamo kolicnike med vhodnim in izhodnima podatkoma.

hektar Zivina
stroj stroj
Govedic 1 0,75
Smrekar 0,64 1,2
Bucar 0,67 0,83

Iz zgornjih vrednosti lahko razberemo, da stroje za obdelavo zemlje najboljSe

izkoris€¢a kmet GovediC, saj koli¢nik za izkoriS€enost strojev pri obdelavi zemlje
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znaSa 1. Kmet Govedi€ je na tem podrocju torej 100 % uspesen. Ostala dva kmeta
imata na podrocju izkoriS€anja strojev za obdelavo zemlje slabso ucinkovitost.

Stroje pri reji Zivine najbolje izkoris¢a kmet Smrekar, saj je koli¢nik za ta izhodni
strojev za rejo zivali 100 % raven uspesnosti, kmeta Govedi€ in BuCar pa dosegata

niZjo uspesnost na podrocju reje.

Koliko odstotno uspesnost izkoristka strojev dosegata Smrekar in Bucar pri
obdelavi zemlje ter GovediC€ in Bucar pri reji zivali, bomo dolo€ili na podlagi njihovih
relativnin uspesSnosti. Relativno uspesSnost Smrekarja pri obdelavi zemlje
izraCunamo tako, da njegov koli¢nik na tem podrocju (0,64) delimo s koli¢nikom
kmeta, ki dosega na tem podroc¢ju 100 % uspesnost. To je GovediC, katerega

koli¢nik znasa 1.

. v . v . . 0,64
Relativha uspesnost Smrekarja na podrocju obdelave zemlje znasa - = 0,64.

Dobljeno vrednost pomnozimo s 100 in lahko zaklju€imo, da je relativha uspeSnost

kmeta Smrekarja 64 %. Ostale relativhe vrednosti so prikazane v spodniji tabeli.

hektar Zivina
stroj stroj
Govedi¢ 100 % 62,5 %
Smrekar 64 % 100 %
Bucar 67 % 69,17 %

Za Govedic€a in Smrekarja torej lahko trdimo, da (prvi na podrocju obdelave zemlje,
drugi na podrocju Zivinoreje) dosegata 100 % nivo ucinkovitosti. KolikSen nivo
ucinkovitosti pa v celoti dosega kmet Buc¢ar, bomo ugotovili z graficno metodo. Na
spodnjem grafu so prikazane lege posameznih kmetov. Pri tem smo na abscisno
sivina

, ha ordinatno os pa koli¢nik -,
stroj

. . .. . hekt
0s nanizali koli¢nik etr a

stroj
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Slika 57: Graf uspesnosti kmetov
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Raven ucinkovitosti kmeta Buc€arja bomo dobili tako, da bomo primerjali trenutno
oddaljenost kmeta Bucarja od izhodis€a koordinatnega sistema in oddaljenost
optimalne lege kmeta Bucarja na grafu in koordinatnim izhodis¢em. Optimalna
lega, ki predstavlja optimalno uspesnost, ki jo kmet BucCar lahko doseze, je

oznacena s toCko Oy na grafu.

Trenutno oddaljenost kmeta Bucarja od izhodis€a izraCunamo s formulo za
oddaljenost med dvema to¢kama v koordinatnem sistemu:

d(A,B) = |AB| = {/(xz — x1)% + (7, — y1)?
kjer so x4, x5, y;in y, koordinate to¢k med katerima radunamo razdaljo.

Prva toCka, ki jo upostevamo v izraCunu je seveda koordinatno izhodiSCe s
koordinatami (0,0), druga to¢ka pa trenutni polozaj kmeta - to¢ka s koordinatama
(0.67,0.83). Trenutna oddaljenost kmeta Bucarja od izhodid€a koordinatnega
izhodis€a torej znasa:

dg = /(0,67 — 0)2 + (0,83 — 0)2 = ,/0,4489 + 0,6889 = ,/1,1378 = 1,07

Da bi lahko izraCunali preseciS€e premic, moramo najprej poiskati enacbo premice
0. Spomnimo, da je osnovna enacba linearne funkcije y = kx + n, kjer sta k in

n poljubni realni Stevili.
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Postopek iskanja enacbe premice, ki poteka skozi dve tocki, za kateri poznamo
koordinate, dobimo tako, da najprej izraCunamo smerni koeficient premice k.
Smerni koeficient izraCunamo tako, da koordinati poznanih toCk vstavimo v

enacbo:
Y2—W
Xy —Xq

k =

IS€emo enacbo premice o, ki poteka skozi legi kmetov Smrekarja in Govedarja,

zato bomo upostevali koordinate za kmeta Govedarja (1, 2) in za kmeta Smrekarja

16 6.,
(E’E)'
6 3
k= 574 _ 045 1,25
16 —0,36 ’
=1

Stevilo n iz prej zapisane enaébe pa dologimo s pomogjo enacbe
y = k(x — x1) + y1, Kjer za k uporabimo predhodno izraCunano vrednost smernega
koeficienta ter koordinati ene izmed tock:
y =—1,25(x + 1) + 0,75
y =—1,25x + 2

Enacba premice, ki predstavlja ovoj podatkov je torej y = —1,25x + 2. Na isti naCin

moramo sedaj dolocCiti Se enacbo premice b, ki poteka skozi koordinatno izhodis¢e

67 83

(0,0) in trenutno lego kmeta Bucarja (100,100):
230 0,83
100 ’
k = = = 1,24
67 _ o 067
100

Premica b poteka skozi koordinatno izhodiSCe, torej je njena zaCetna vrednost
enaka 0. Njen funkcijski predpis je tako:
y = 1,24x
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ToCka OB, ki predstavlja optimalno lego kmeta Bucarja, lezi na preseciS€u premic
o in b, katerih enacbe smo pravkar dolocili. Koordinati preseci$€a izraCunamo tako,
da enacimo funkcijska predpisa teh premic. Dobimo koordinato x:
1,24x = —1,25x + 2
2,49x = 2
x = 0,81

Koordinato y pa izraCunamo tako, da izraCunano koordinato x = 0,81 vstavimo v

eno izmed enacb premic:

y = 1,24x
y = 1,24-0,81
y = 1,004

Optimalna lega kmeta Bucarja je torej tocka OB (0.81,1.004). Sedaj lahko
izraCunamo $e njeno oddaljenost od koordinatnega izhodis€a, na enak nacin kot

smo prej izraCunali oddaljenost trenutne lege do izhodiS¢a:

dos = /(0,81 — 0)2 + (1,004 — 0)2 = ,/0,6561 + 1,028 = /1,6841 = 1,29

Sedaj, ko imamo izraCunani razdalji obeh tock s koordinatnim izhodiS€em, lahko
izraCunamo njun koli¢nik. Trenutna lega kmeta Bucarja je od koordinatnega
izhodiS¢a oddaljena 1,07, optimalna lega pa 1,29.

o _ LY _ o829
dog 1,29

0,829-100 =829 %

Trenutna ucinkovitost kmeta Bucarja je 82,9 % napram kmetoma Govedi€ in

Smrekar, ki sta 100 % udinkovita.

Primer 13:
TRI OPTIKE

Tri trgovine O1, O2 in O3, ki se ukvarjajo z okulisti¢nimi pregledi in prodajo ocal,

zaposlujejo razlicno Stevilo ljudi. V spodniji tabeli je podano Stevilo zaposlenih ter
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Stevilo pregledov in prodanih oCal pri vsakem optiku na mesec. Zanima nas

relativna ucinkovitost trgovin. Problem reSite s pomocjo programa LINGO.

Pregledi | Prodana oCala | Zaposleni

o1 6 24 3
02 12 60 4
o3 28 35 7

V primeru optik sta na voljo dva izhodna podatka (Stevilo pregledov in Stevilo
prodanih o€al). Ozna€imo uteZi za ta dva izhodna podatka kot Wp in W,. Vhodni
podatek je v tem primeru samo en — Stevilo zaposlenih v optiki, katerega utez

oznacimo z Wy p.

Osredotogimo se zopet na izhodno usmerjeni model DEA analize. Zelimo dosegi
maksimalno utezeno vsoto izhodov v primeru optike O1:

max U;

Poglejmo na primeru optike O1, kako zapisati celotno namensko funkcijo. Optika
O1 opravi 6 pregledov in proda 24 ocal, utezeno vsoto izhodnih podatkov zato
zapiSemo kot 6W, + 24W,:

max U; = 6Wp + 24W,

Po preureditvi vseh omejitev, kar je natan¢no opisano pri zgledu o servisnih
podjetjih Il., smo oblikovali omejitve, kjer mora biti od vsote uteZenih izhodnih
podatkov odSteta vsota vhodnih podatkov, rezultat pa ne sme biti vecji kot 1. Vsoto
utezenih izhodnih podatkov za optiko O1 smo Ze dolo ili (6Wp + 24W,), utezena
vsota vhodnih podatkov pa je na Stevilo zaposlenih v optiki (3) enaka
3W,4p- Omejitev za optiko O1 je tako:

(6Wp + 24W, — 3W,,p) < 0

Za ostali dve optiki napiSemo omejitev na enak nacin:
(12Wp + 60W, — 4Wy,p) < 0
(28Wp + 35W, — TWyap) < 0
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Zapisati moramo Se vse dodatne pogoje. Spomnimo se, da uteZi ne morejo biti
negativno Stevilo in da moramo fiksirati uteZzeno vsoto vhodnih podatkov za optiko
O1.

W, = 0

Wy =20

Wzap 2 0

3Wzap =1

v

Linearni program vpiSemo v program LINGO:

|
!Namenska funkcija;

max = 6*WP + 24*WO;

'Omejitve;

[O1] 6*WP + 24*WO - 3*WZap <= 0;
[02] 12*WP + 60*WO - 4*WZap <= 0;
[03] 28*WP + 35*WO - 7*WZap <= 0;
[Pregledi] WZ >= 0;

[Tovar popravila]WP >= 0;
[Zaposleni] WZap >= 0;

[Dodatna omejitev] 3*Wzap = 1;

Toma? Kramberger in Simona Sinko 118



Fakulteta za logistiko Univerze v Mariboru Optimitacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odlocanje

Porocilo o resitvi za optiko O1:

e
Global optimal solution found.

Objective wvalue: 0.6222222
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

WP 0.7407407E-01 0.000000

WO 0.7407407E-02 0.000000

WZAP 0.3333333 0.000000

WZ 0.000000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 0.6222222 1.000000

01l 0.3777778 0.000000

02 0.000000 0.3666667

03 0.000000 0.5714286E-01

PREGLEDI 0.000000 0.000000

TOVAR POPRAVILA 0.7407407E-01 0.000000

ZAPOSLENT 0.3333333 0.000000

DODATNA_OMEJITEV 0.000000 0.6222222

Vrednost namenske funkcije je 0,622. Numeri¢na vrednost u€inkovitosti optike
01 je tako 62,22 %.

V tabeli Vrednost vrednost W, enaka 0,074, kar pomeni, da ¢e bi optika izvedla
en pregled vec ob istem Stevilu zaposlenih in istem Stevilu prodanih oc€al, bi s tem
svojo ucinkovitost dvignila za 7,4 %, €e pa bi prodala ena oc€ala ve¢ pa bi

ucinkovitost dvignila za 7,4 %.

Podatek o tem, za koliko mora izboljSati svojo ucinkovitost, da bo njegovo
delovanje 100% ucinkovito izraCunamo tako, da vrednost namenske funkcije
odstejemo od 1:

1-0,622 =10,378

Optika O1 mora svojo ucinkovitost povecati za 37,8 %, da bo 100 % ucinkovita.
Ostali dve optiki lahko analiziramo tako, da v zgornjem linearnem programu

smiselno popravimo namensko funkcijo in dodatno omejitev. Vse ostalo v

programu pustimo isto.
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Lingo sintaksa za izraCun relativne uc€inkovitosti optike O2:

|
!Namenska funkcija;

max = 12*WP + 60*WO;

'Omejitve;

[01] 6*WP + 24*WO - 3*WZap <= 0;
[02] 12*WP + 60*WO - 4*WZap <= 0;
[03] 28*WP + 35*WO - 7*WZap <= 0;
[Pregledi] WZ >= 0;

[Tovar popravila]WpP >= 0;
[Zaposleni] Wzap >= 0;

[Dodatna omejitev] 4*WZap = 1;
|

Porocilo o resitvi za optiko O2:

]
Global optimal solution found.

Objective value: 1.000000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.05
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

WP 0.000000 0.000000

WO 0.1666667E-01 0.000000

WZAP 0.2500000 0.000000

WZ 0.000000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 1.000000 1.000000

01 0.3500000 0.000000

02 0.000000 1.000000

03 1.166667 0.000000

PREGLEDI 0.000000 0.000000

TOVAR_POPRAVILA 0.000000 0.000000

ZAPOSLENT 0.2500000 0.000000

DODATNA OMEJITEV 0.000000 1.000000

Optika O2 je 100 % ucinkovita. Vrednost namenske funkcije je namre¢€ enaka 1.

Svoje ucinkovitosti glede opravljanja pregledov ne more izboljsati, lahko pa
izbolj$a svojo uginkovitost pri prodaji o¢al. Ce bi poveéali prodajo o&al za 1, ob
predpostavki, da ne spremenijo Stevila pregledov in Stevilo zaposlenih ostane

enako, bi se ucinkovitost povecala za 1,67 %.
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Lingo sintaksa za izraCun relativne ucinkovitosti optike O3:

|
!Namenska funkcija;

max = 28*WP + 35*WO;

'Omejitve;

[01] 6*WP + 24*WO - 3*WZap <= 0;
[02] 12*WP + 60*WO - 4*WZap <= 0;
[03] 28*WP + 35*WO - 7*WZap <= 0;
[Pregledi] WZ >= 0;

[Tovar popravila]WpP >= 0;
[Zaposleni] Wzap >= 0;

[Dodatna omejitev] 7*WZap = 1;
|

Porocilo o resitvi za optiko O3:

L
Global optimal solution found.

Objective value: 1.000000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.04
Model Class: LP

Variable Value Reduced Cost

WP 0.3571429E-01 0.000000

WO 0.000000 0.000000

WZAP 0.1428571 0.000000

WZ 0.000000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 1.000000 1.000000

01 0.2142857 0.000000

02 0.1428571 0.000000

03 0.000000 1.000000

PREGLEDI 0.000000 0.000000

TOVAR_POPRAVILA 0.3571429E-01 0.000000

ZAPOSLENTI 0.1428571 0.000000

DODATNA OMEJITEV 0.000000 1.000000

Tudi optika O3 je 100 % ucinkovita. Vrednost namenske funkcije je namre¢ tudi
tukaj 1. Ce pogledamo v tabelo Vrednost, vidimo da 100 % uginkovitost dosega
na podrocju prodaje ocal. Vrednost W, je namreC€ 0. Lahko pa svojo u€inkovitost
izbolj$a na podrogju opravljanja pregledov. Ce bi poveé&ala $tevilo pregledov za 1,
Stevilo prodanih ocal in Stevilo zaposlenih pa bi ostala nespremenjena, bi se

relativna ucinkovitost dvignila za 0,0357 oziroma 3,6 %.
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Primer 14:
RAZVRSCANJE AVTOMOBILOV

Neko prevozniSko podjetje bo najelo dolo¢eno Stevilo vozil tipa A. Na trgu se je
pojavilo podjetje, ki vozila tipa A daje v najem. Na voljo imajo 5 vozil. Za lazjo

odlocCitev najemnika, katera vozila naj najame ponujajo naslednje podatke:

Vozilo 1 2 3 4 5
Stevilo ur v uporabi za lansko leto 2100 | 1800 | 2300 | 1900 | 2500
Stevilo okvar 3 4 3 2 4
Stevilo izgubljenih dni zaradi popravil 5 12 7 6 4
Cas porablien za pripravo na voznjo v| 23 13 26 31 21
minutah

Poraba goriva v L/100 km 10 11 9 13 14

Ker bomo nalogo resili s pomocjo programa Excel, tabelo prenesemo tja. Vhodni
podatek za vsa vozila predstavlja Stevilo ur v uporabi za lansko leto, vsi ostali

podatki so izhodni podatki.

Utezi za posamezne podatke oznacimo kot:
Wyg ... Stevilo ur v uporabi za lansko leto
Wokvar - Stevilo okvar
Wpni - Stevilo izgubljenih dni zaradi popravil
Wpgip -.- €as porabljen za pripravo na voznjo v minutah

Weoriva - pOTaba goriva

Namenska funkcija predstavlja utezeno vsoto izhodnih podatkov. VpiSemo Se vse
omejitve. Spomnimo, da na levo stran neenaCb omejitev za posamezna vozila
vpiSemo utezeno vsoto izhodov, na desno stan neenacb pa utezeno vsoto vhodov.
Dodamo Se dodatno omejitev, ki dolo¢a, da mora biti uteZzena vsota vhodov

opazovanega vozila enaka 1.
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Slika 58: Priprava podatkov v programu Excel za vozilo 1

A B C D E F G

1 Vozilo 1 2 3 4 5
2 Stevilo ur v uporabi za lansko leto 2100 1800 2300 1900 2500
3 Stevilo okvar 3 4 3 2 )
4 Stevilo izgubljenih dni zaradi popravil 5 12 7 6 4
5 Cas porabljen za pripravo na voinjo v minutah 23 13 26 31 21
6 v 1/100km 10 11 9 13 14
7

8 Namenska funkcija =SUMPRODUCT(C3:C6;C12:C15)

9

10 Utezi

1 \Wur

2 \Wokvar

13 \Wdni

14 \Wprip

15 \Wgoriva

16

7 Omejitve

18 Vozilo 1 =SUMPRODUCT(C3:C6;5C$12:$C$15) <= =C2*$C$11

19 Vozilo 2 =SUMPRODUCT(D3:D6;$C$12:5C5$15) <= =D2*$C$11

20 Vozilo 3 =SUMPRODUCT(E3:E6;5C$12:3C$15) <= =E2*$C511

21 Vozilo 4 =SUMPRODUCT(F3:F6;5C$12:5C515) <= =F2*$C511
2 Vozilo 5 =SUMPRODUCT(G3:G6;$C$12:5C5$15) <= =G2*$C$11
23
2 [Dodatna =C2*c11 = 1 ]

Odpremo orodje ReSevalnik in vnesemo potrebne parametre.

Slika 59: Vnos parametrov v ReSevalnik

Parametri retevalnika X
Nastavi cilj: $CS8 R
Za: @® Maks O Min (O Vrednost od: 0
S spreminjanjem celic s sp
$C$11:5CS15 53]

Zadeve v omejitvah:
SC$11:5CS15 >=0

SCS18:5C522 <= SEST8:SES22 Do)
$Cs24 = SES24

Spremeni

Izbrisi

Ponastavi vse

Nalozi/shrani

Spremeni spremenljivke brez omejitev v nenegativne

Izberite metodo Simpleksno linearno programiranje ok Moznosti
resevanja: !
Metoda resevanja
Za probleme redevalnika, ki so gladko nelinearne izberite mehanizem »Nelinearni GRG«. Za

linearne probleme res. ika izberite »! linearno pi i , Za
probleme reievalnika, ki niso gladke, pa izberite mehanizem »Evolucijskis.

PodrobnejSi opis vnosov parametrov v reSevalnik je opisan pri primeru Storitvena
podjetja Il.

Toma? Kramberger in Simona Sinko 123



Fakulteta za logistiko Univerze v Mariboru Optimitacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odlocanje

Slika 60: ResSitev za vozilo 1

A B C D 3

7

8 Namenska funkcija [ 0,900389

9

10 Utezi

11 Wur 0,00047619

12 Wokvar 0,15111759

13 Wdni 0

14 Woprip 0,019436346

15 Wgoriva 0

16

17 Omejitve

18 Vorzilo 1 " 0,9003887 <= 1
19 Vozilo 2 " 08571429 <=  0,8571
20 Vozilo 3 " 0,9586978 <=  1,0952
21 Vozilo 4 f 0,9047619 <= 0,9048
2 Vozilo 5 " 1,0126336 <=  1,1905
23

24 Dodatna omejitev 1 = it

Vozilo 1 dosega 90,03 % ucinkovitost. Njegova relativna ucinkovitost bi se
izboljSala, €e bi se zmanjSalo Stevilo okvar (ena okvara manj bi pomenila 5,11 %
izboljSanje) in ¢as priprave vozila na voznjo (ena minuta manj bi pomenila 1,9 %)

izboljSanja.

Da bi pridobili relativno ucinkovitost za ostala Stiri vozila, spremenimo dodatno

omejitev in namensko funkcijo.
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Slika 61: ResSitev za vozilo 2

A B C D E

7

8 Namenska funkcija [ 1

9

10 Uteizi

1| Wur 0,000555556

12 Wokvar 0

13 Wdni 0,058767952

14 Woprip 0,022675737

15 Wgoriva 0

16

17 Omejitve

18 Vozilo 1 [ 0,8153817 <= 1,1667
19 Vozilo 2 f 1 == 1
20 Vozilo 3 " 1,0009448 <=  1,2778
21 Vorzilo 4 " 1,0555556 <=  1,0556
22 Vozilo 5 [ 0,7112623 <= 1,3889
23

24 |Dodatna omejitev 1 = 1|

2

Vozilo 2 dosega 100 % ucinkovitost na podrocju Stevila okvar in porabe goriva, kjer
izboljSava ni mogoca. Ucinkovitost pa bi lahko povecali z zmanjSanjem Stevila dni,
ki so izgubljeni zaradi popravil (en dan manj bi povecal u€inkovitost za 5,9 %) in z
zmanjSanim ¢asom priprave (ena minuta manj bi zviSala relativno ucinkovitost za
2,2 %).
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Slika 62: ReSitev za vozilo 3

8 | @ ) E |
7|
©  INamenskafunkeia 0875333
9|
1
1| 0,000434783
12 | 0,13797693
13| 0
l 0,017746229
15 0
16 |
7
18 08220941 <= 0913
19 0,7826087 <=  0,7826
20 08753327 <= 1
21 0,826087 <=  0,8261
2| 0,9245785 <= 1,087
23 |
2 [Dodamaomeites e 1

Vozilo 3 dosega 87,53 % ucinkovitost. Svojo ucinkovitost bi lahko izboljSalo pri

vseh izhodnih parametrih. KolikSna bi bila sprememba v relativni u€inkovitosti ob

spremembi posameznega izhodnega parametra, ob predpostavki, da vsi ostali

ostanejo enaki, lahko razberemo v tabeli omejitve.

Slika 63: Resitev za vozilo 4

4 A | B | c D E
ol .
5 Nemenskafunkdia L
9 |
10
1 0,000526316
0
0
0,032258065
0
0,7419355 <=  1,1053
04193548 <=  0,9474
0,8387097 <=  1,2105
i &= 1
0,6774194 <=  1,3158|
% [odawaomejev 1 = 1
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Vozilo 4 dosega 100 % ucinkovitost na treh izmed Stirih izhodnih parametrih. Svojo

uCinkovitost bi lahko izboljSalo le, ¢e bi zmanjSalo ¢as za pripravo voznje (ena

minuta manj bi pomenila 3,2 % izboljSanje relativhe u€inkovitosti).

10
11
12
13
14

15
16

17
18
19
20
21

22
23

25

Slika 64: ResSitev za vozilo 5

B @ D E
Namenska funkcija 0,88
Uteizi
Wur 0,0004
Wokvar 0,033333333
Wdni 0
Woprip 0
Wgoriva 0,053333333
Omejitve
Vozilo 1 0,6333333 <= 0,84
Vozilo 2 0,72 <= 0,72
Vozilo 3 0,58 <= 0,92
Vozilo 4 0,76 <= 0,76
Vozilo 5 0,88 <= 1
Dodatna omejitev 1 = 1

Vozilo 5 dosega 88 % ucinkovitost. Kje bi se lahko izboljSalo in za koliko, ob

spremembi izhodnih parametrov, lahko razberemo iz tabele omejitve.

Toma? Kramberger in Simona Sinko 127



Fakulteta za logistiko Univerze v Mariboru Optimitacijske metode v logistiki: Upravljanje
s pretoki in odlocanje

3 ANALITICNI-HIERARHICNI PROCES (AHP)

Analiti¢ni-hierarhi¢ni proces®' (AHP) je metoda, ki nam je lahko v veliko pomo¢ pri
obseznih in pomembnih odloCitvah. Razvil jo je Thomas Saaty leta 1980, od takrat
dalje pa je Siroko uporabljena na razli¢nih podrocjih raziskovanja. Uporabimo jo
lahko pri vseh vrstah veckriterijskih odlocCitev. Primer njene uporabe bomo

predstavili na primeru izbire prevoznega sredstva do letalis¢a.

Najprej je potrebno definirati cilj problema. Popotnik se odloCa za izbiro
prevoznega sredstva do letaliS¢a. Na voljo ima tri prevozna sredstva, med katerimi

se mora odlogiti.

Kot cilj problema lahko torej zapiSemo: izbrati primerno prevozno sredstvo za pot

do letaliSéa.

Z osebnim avtomobilom se lahko pripelje do parkiriS€a letaliS¢a, pri prevozu nima
tezav s prtljago, saj ima na voljo veliko odlagalnega prostora, mora pa upoStevati
stroSke goriva in stroSke parkirnega prostora za dva tedna, kolikor bo odsoten.
Cas, ki ga porabi za pot do letali§¢a je z osebnim avtomobilom najkraj$a. Ni vezan

na ¢as odhoda.

sva

njegovega domacega kraja do letaliS€a ni direktne povezave. Pri tem mora vso
svojo prtljago prelagati. Od ZelezniSke postaje do letalis€a je organiziran prevoz,

vendar to zopet pomeni prestavljanje prtljage, za katero ima zelo malo prostora.

Lahko pa se odloci tudi za taksi, ki predstavlja najdrazjo alternativo, vzame pa mu
ravno toliko ¢asa, kot Ce bi se peljal z osebnim avtomobilom. Taksist ga pride iskat
pred vrata njegovega doma in ga odlozi pred vhodom na letaliSCe. Ker potuje sam,
ima veliko prostora za svojo prtljago, s katero med potjo nima veliko dela, za

prevoz prtljiage mora sicer doplacati.

31 Analytic hierarchy process
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Vse tri opisane alternative bodo izpolnile cilj, ki si ga je popotnik zastavil — prispeti

na letaliSCe. Toda katera izmed njih bo zanj najugodnejsa?

Definirali smo cilj problema, definirali smo alternative problema (torej sredstva, s

katerimi potnik lahko doseze zastavljeni cilj), moramo pa postaviti Se kriterije, s

katerimi odloCevalec alternative oceni (slika 65).

Slika 65: AHP struktura

| au |
l l l l

| kritejl | [ Kriterij2 | [ Kriterij3 | | Kiterij4 |

Pri izbiri prevoza upostevamo naslednje kriterije:

e kako udobno je ravnanje s prtljago glede na izbrano alternativo [UDOBJE];
e ¢&as potovanja [CAS];

e prestopanja z enega prevoznega sredstva na drugega [PRESTOPI];

e cena prevoza [CENA].

Poleg glavnih kriterijev za ocenjevanje, si lahko postavimo tudi podkriterije, s

katerimi bolj podrobno definiramo kriterij. V naSem primeru smo na podkriterije

razdelili en kriterij:

e prestopanja z enega prevoznega sredstva na drugega [PRESTOPI];
o Stevilo prestopanj [PRESTOPI 1];
o Cas Cakanja na naslednje prevozno sredstvo [PRESTOPI 2]

o razdalja med postajami prevoznega sredstva [PRESTOPI 3].
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3.1 Osnovni principi AHP metodologije

Sestavimo matriko, ki izraza relativne vrednosti izbranih kriterijev. Pri danem
primeru se bomo sprasevali, kakSna je relativna pomembnost cene prevoza v
primerjavi z ostalimi tremi kriteriji. Od odloCevalca se zahteva, da izbere, ali je cena
prevoza pomembnejSa ali manj pomembna glede na ostale kriterije. Vsaka izmed
sodb se nahaja na Stevilski lestvici. Ena izmed najpogosteje uporabljenih Stevilskih

lestvic za odlo¢anje po AHP metodologiji je prilagojena Saatyeva lestvica:

Moc Definicija Opis

pomembnosti

1 Enako pomembno Kriterija, ki ju primerjamo med
seboj sta enako pomembna

3 Zmerno Kriterij A je zmerno pomembnejsi
pomembnejse kot kriterij B
5 Mocno pomembnejSe | Kriterij A je mo¢no pomembnejsi

kot kriterij B

7 Zelo moc¢no Kriterij A je zelo mo¢no
pomembnejSe pomembnejsi kot kriterij B
9 Absolutno Kriterij A je absolutno
pomembnejSi pomembnejsi kot kriterij B
2,4,6,8 Vmesne vrednosti Vmesne vrednosti

Vir: Saaty, 1980

Osnova predpostavka je, Ce je kriterij A absolutno pomembnejsi kot kriterij B in je

ocenjen z oceno 9, je kriterij B absolutno manj pomemben kot A in je zato ocenjen

. .1
z obratno vrednostjo ocene A, torej z 5

Parne primerjave izvedemo za vse izbrane kriterije v problemu. V primeru s Stirimi
razliénimi kriteriji to pomeni 6 primerjav v prvem koraku. Ce z n oznagimo $tevilo

izbranih kriterijev, lahko $&tevilo primerjav enega kriterija izraCunamo po

. -1 .. . . . . . . . .
formull:nT. Drugi izbrani kriterij primerjamo s preostalima dvema. Primerjave
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izvajamo toliko Casa, dokler niso med seboj primerjani vsi faktorji. Ko imamo

ocenjene vse primerjave, lahko sestavimo matriko relativnih vrednosti.

Popotnik ima v mislih $tiri dejavnike, s pomocjo katerih se bo odlocil za prevozno
sredstvo do letaliS€a. Kriterij 1 predstavlja udobje glede prtljage, kriterij 2 Cas
potovanja, kriterij 3 Stevilo prestopov in kriterij 4 cena uporabe prevoznega

sredstva.

Pripravimo zacetno matriko za primerjavo parov, v kateri glavna diagonala vsebuje
vrednosti 1. Kadar primerjamo kriterije same s seboj, so ti vedno enako pomembni

in po zZe predstavljeni Saatyevi lestvici imajo oceno 1.

Udobje | Cas Prestopi | Cena
Udobje 1
Cas 1
Prestopi 1
Cena 1

Udobje glede prtljage je popotniku mo&no pomembnejSe kot €as potovanja, torej
bo podal oceno 5. V primerjavi s prestopi mu je udobje zelo mo¢no pomembnejSe
in bo zato udobje ocenil z oceno 7 in v primerjavi s ceno absolutho pomembnejsi,

torej bo podal oceno 9.

Na isti nacin se odlogi glede ostalih parnih primerjav. Cas potovanja mu je v
primerjavi s prestopi zmerno pomembnejSi — ocena 2, v primerjavi s ceno pa enako

pomemben, zato oceni primerjavo z oceno 1.

Stevilo prestopov mu je v primerjavi s ceno zmerno pomembnejSe, zato primerjavo
oceni z 2. Na podlagi podanih ocen izpolnimo del matrike nad diagonalo primerjav

kriterijev samih s sebo;j:
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Udobje | Cas Prestopi | Cena
Udobje 1 5 7 9
Cas 1 2 1
Prestopi 1 2
Cena 1

Ko gledamo pomembnost ¢asa potovanja v primerjavi z udobjem glede prtljage,

pomeni, da bo ocena pravzaprav obratna vrednost predhodne primerjave udobja

glede na Cas, torej i Prestopi v primerjavi z udobjem glede prtljage bodo imeli

oceno % in cena glede na udobje s prtljago %

V spodnji del matrike pod glavno diagonalo vpiSemo torej obratne vrednosti ocen,
ki smo jih podali pri primerjavi posameznih kriterijev.

Udobje | Cas Prestopi | Cena
Udobje 1 5 7 9
Cas 1 1 2 1
5
Prestopi 1 1 1 2
7 2
Cena 1 1 1 1
9

Naslednji korak je izraCun relativnih uteZi oziroma vrednosti kriterijev, ki so

pomembni za problem. Vrednosti imenujemo vektor uteZi.

Zadnja faza je izvedba testa skladnosti. Namen te faze je preveriti ali obstaja
neskladnost glavnih in subjektivnih presoj. Ce vrednost kvocienta konsistentnosti
ali indeks nekonsistentosti (CR) presezZe vrednost 0,1, potem presoje presojevalca
niso zanesljive in moramo meritve ponoviti. Doslednost se doloci z uporabo lastne

vrednosti Amax.
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Indeks konsistentnosti (Cl) in CR izraCunamo z uporabo formul:
Amax — 1
Cl = ———
n—1
CI

CR=—
RI,

Kjer je A,ax Maksimiran lastni vektor matri€ne primerjave, RI, je naklju¢en indeks,

pridobljen iz spodnje tabele (Samoei, Gichoya, Odero, 2017).

n|1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15

RI Io ‘ 0 ‘ 0,58 ‘ 0,90 ‘ 1,12 ‘ 1,25 ‘ 1,32 ‘ 1,41 ‘ 1,45 ‘ 1,49 ‘ 1,54 ‘ 1,48 ‘ 1,56 ‘ 1,57 ‘ 1,59

Maksimiran lastni vektor A,., dobimo tako, da najprej seStejemo vrednosti

posameznih stolpcev v matriki primerjav.

Udobje Cas Prestopi | Cena
Udobje 1 5 7 9
N 1
Cas — 1 2 1
5
. 1
Prestopi - — 1 2
Cena 1 1 1 1
9 2
Vsota 1,45 7,5 10,50 13

Vsoto po posameznih kriterijih uporabimo, da dobimo normalizirano matriko
primerjav. Posamezne vrednosti so dobljene tako, da vsak element v matriki

primerjav delimo z vsoto stolpca, ki smo jo izraCunali v prejSnjem koraku.
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Udobje Cas Prestopi Cena Povpregje/Vektor
utezi
Udobje 5 7 9 0,68
— =007 | —~==041 | ——==004 | ——=0,03
1,45 733~ 04 ) 253 4,44
Cas 0,2 1 2 1 0,13
——_ =002 | ——==014 | —=10,66 | — = 0,08
15,33 7,33 4,53 4,44
Prestopi 0,14 0,5 1 2 0,10
=033 | /== —=10,22 —— =0,68
15,33 33 00% | 353 4,44
Cena 0,11 1 0,5 1 0,08
—— =059 | ——==041 | — =0, — =023
15,33 7,33 253~ 07 | 749
Vsota 1 1 1 1

Vektor uteZi posameznih kriterijev je dobljen tako, da izraCunamo povprecje

posameznih normaliziranih relativnih utezi.

lzraGunamo sodbo utezi (1,,) za vsako vrstico posebej. Vrsti¢ne vektorje faktorjev
iz tabele 34 pomnozimo s stolpénim vektorjem uteZi. Ko izraGunamo sodbo za
vsako vrstico posebej, dobimo nov vektor.

0,68
0,13
0,10
0,08

0,68
0,13
0,10
0,08

[0,68]
0,13
0,10
10,08

[0,68]
0,13
0,10
10,08

AM=[15709] x l ‘z 0,68+ 0,65+0,7+0,72 = 2,75

1
Ay = [g 12 1] X =0,136 + 0,13 + 0,2 + 0,08 = 0,546

/’l—[lllz]x
N

> = 0,097 + 0,065+ 0,1 + 0,16 = 0,422

1 1
Ay = [6 1 5 1] X =0,076 + 0,13 + 0,05 + 0,08 = 0,336

Vsako vrstico vektorja sodbe delimo s pripadajoCim ¢lenom vektorja utezi, da

dobimo vektor mere skladnosti.
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Vektor utezi | Sodba utezi | Mera skladnosti
Udobje 2,75
0,68 2,75 =4,
0,63 4,05
Cas 0,546
0,13 0,546 =4,
0,13 42
i 0,422
Prestopi 0.10 0422 AL
0,1
Cena 0,336
0,08 0,336 =4,
0,08 42
0Oceno Ay, .« izraCunamo iz povprecja mer skladnosti:
405+42+422+42 16,67
Apax = 7 =—0 = 4,17

IzraGunamo indeks konsistentnosti CI, ki smo ga definirali prej. Oceno A,,,x SMO
izraCunali, Stevilo faktorjev n, ki smo jih uporabili je 4. RI,, razberemo iz tabele

naklju¢nega indeksa RI.

417—-4 0,17
= — -7 = 3 = 0057
0,057
R = W = 0,063

Ker je vrednost CR, ki smo jo izraCunali manjSa od 0,1 pomeni, da so ocene

ocenjevalca konsistentne in jih lahko uporabimo v nadaljnji analizi.

Naredimo Se razvrstitev faktorjev glede na izraCunan vektor utezi:

Povprecje | Rang
Udobje 0,68 1
Cas 0,13 2
Prestopi 0,10 3
Cena 0,08 4
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Postopek AHP se seveda ne konCa z razvrstitvijo osnovnih kriterijev, vendar
moramo opraviti isti postopek Se za morebitne podkriterije, ki smo si jih postavili.
V predstavljenem primeru smo podrobneje razdelali kriterij PRESTOPI. Postopek
izraCuna vektorja uteZi je popolnoma enak kot smo ga opisali, zato bomo v tem
delu predstavili Se, kako se takSnega izraCuna lotimo v programu Excel. Ocene

popotnika predstavljamo v spodniji tabeli, ki smo jo izdelali v programu Excel.

Slika 66: Ocene popotnika

A B e D E
1 Podkriterijl  Podkriterij 2 Podkriterij 3
2 Podkriterij 1 il 0,13 0,33
3 Podkriterij 2 1 2
4 Podkriterij 3 1
5 Vsota
6

. v . - 1 .
Program izraCuna nasportne vrednosti v tabeli, ¢e vnesemo formulo —, pri Cemer
i

a; predstavlja posami¢ne ocene.

Slika 67: I1zraun ocen pod glavno diagonalo

A B C D E
1 Podkriterij 1 Podkriterij2  Podkriterij 3
2 Podkriterij 1 1 0,13 0,33
3 Podkriterij 2 =1/D2 1 2
4 Podkriterij 3 =1/E2 =1/E3 1
5 Vsota
6

Ko vnesemo formulo v vse prazne celice pod diagonalo primerjav podkriterijev s

samim seboj, imamo izpolnjeno matriko primerjav.
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Slika 68: Matrika primerjav

YU R W N =

B € D E
Podkriterij1  Podkriterij2 Podkriterij 3
Podkriterij 1 1 0,13 0,33
Podkriterij 2 7,692307692 1 2
Podkriterij 3 3,03030303 0,5 1
Vsota
Sestevek vsakega stolpca dobimo s funkcijo SUM:
Slika 69: Sestevek po stolpcih
B C D E
Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3
Podkriterij 1 1 0,13 0,33
Podkriterij 2 =1/D2 1 2
Podkriterij 3 =1/E2 =1/E3 1
Vsota =SUM(C2:C4)  =SUM(D2:D4)  =SUM(E2:E4)

YU BN W N =

Za izracun potrebujemo novo tabelo z normaliziranimi relativnimi utezmi.

Posamezne vrednosti so dobljene tako, da vsak element v matriki relativnih

vrednosti delimo z vsoto stolpca, ki smo jo izraCunali v prejSnjem koraku.

O 00 N o 1 B W N =

-
o

[ A
[\ Iy

Slika 70: Povprecja podkriterijev

B C D E

Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3

Podkriterij 1 gl 0,13 0,33

Podkriterij 2 =1/D2 1 2

Podkriterij 3 =1/E2 =1/E3 1

Vsota =SUM(C2:C4) =SUM(D2:D4) =SUM(E2:E4)
Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3

Podkriterij 1 =C2/SCS5 =D2/SDS5 =E2/SES5

Podkriterij2  =C3/5CS5 =D3/SDS5 =E3/SESS

Podkriterij3  =C4/5CS5 =D4/SDS5 =E4/SESS

Vsota =SUM(C8:C10)  =SUM(D8:D10)  =SUM(E8:E10)
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Vektor utezi posameznih kriterijev je dobljen tako, da izraCunamo povprecje

posameznih normaliziranih relativnih utezi. V Excelu to dobimo s formulo
AVERAGE na celi vrstici.

Slika 71: Povprecje vrstic

A B C D E F
1 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3
2 Podkriterij 1 1 0,13 0,33
3 Podkriterij 2 =1/D2 1 2
4 Podkriterij 3 =1/E2 =1/E3 1
5 Vsota =SUM(C2:C4) =SUM(D2:D4) =SUM(E2:E4)
6
7 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3 Povprecje
8 Podkriterij 1 =C2/$CS5 =D2/$DS5 =E2/SES5 =AVERAGE(C8:E8)
9 Podkriterij 2 =C3/$CS5 =D3/SDS$5 =E3/SES5 =AVERAGE(C9:E9)
10 Podkriterij 3 =C4/SCS5 =D4/$DS$5 =E4/SES5 =AVERAGE(C10:E10)
1 Vsota =SUM(C8:C10)  =SUM(D8:D10)  =SUM(E8:E10)
17

IzraCunamo sodbo utezi (4,) za vsako vrstico posebej. Vrsti€ne vektorje ocen

posameznih faktorjev pomnozimo s stolpénim vektorjem utezi (stolpec povprecje).

Ko izraCunamo sodbo za vsako vrstico posebej, dobimo nov vektor.

Slika 72: Pridobitev vektorja sodbe

A B C D E F G H
1 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3
? Podkriterijl 1 0,13 0,33
3 Podkriterij2  =1/D2 1 2
4 Podkriterij3  =1/E2 =1/E3 1
5 Vsota =SUM(C2:C4) =SUM(D2:D4) =SUM(E2:E4)
6
7 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3 |Povpreéje Sodba Mere skladnosti
8 Podkriterij 1 =C2/$C$5 =D2/$DS5 =E2/SES5 =AVERAGE(C8:E8) =MMULT(C2:E2;$F$8:5F$10)
9 Podkriterij2  =C3/5C$5 =D3/$D$5 =E3/$ESS =AVERAGE(C9:E9) =MMULT(C3:E3;$F$8:$F$10)
10 Podkriterij3  =C4/5C$5 =D4/$DS5 =E4/SESS =AVERAGE(C10:E10) =MMULT(C4:E4;$F$8:5F$10)
1 Vsota =SUM(C8:C10)  =SUM(D8:D10)  =SUM(E8:E10)
12

Vsako vrstico vektorja sodbe delimo s pripadajoCim ¢lenom vektorja utezi, da

dobimo vektor mere skladnosti.
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Slika 73: Izradun mere skladnosti

A B (of D E E G H
1 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3
2 Podkriterijl 1 0,13 0,33
3 Podkriterij2  =1/D2 1 2
4 Podkriterij3  =1/E2 =1/E3 1
5 Vsota =SUM(C2:C4) =SUM(D2:D4) =SUM(E2:E4)
6
7 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3 Povpreéje Sodba Mere skladnosti
8 Podkriterij1  =C2/$CS5 =D2/$D$5 =E2/$ESS =AVERAGE(C8:E8) =MMULT(C2:E2;$F$8:$F$10) =G8/F8
9 Podkriterij2  =C3/5CS5 =D3/5DS$5 =E3/SESS =AVERAGE(C9:E9) =MMULT(C3:E3;SFS$8:5F$10) =G9/F9
10 Podkriterij 3 =C4/5CS5 =D4/$DS5 =E4/SESS =AVERAGE(C10:E10) =MMULT(C4:E4;SF$8:5F$10) =G10/F10
1 Vsota =SUM(C8:C10)  =SUM(D8:D10)  =SUM(E8:E10)

N}

Oceno A,,,x izraCunamo iz povprecja mer skladnosti. Ocena predstavlja povprecje

vseh izraBunanih mer skladnosti.

Slika 74: Izraun Ay ax

A B & D E F G H

1 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3

2 Podkriterij 1 1 0,13 0,33

3 Podkriterij2 7,692 1 2

4 Podkriterij3 3,03 0,5 4

5 Vsota 11,72 1,63 3,33

6

7 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3 Povprecje Sodba Mere skladnosti
8 Podkriterij 1 0,085 0,0798 0,099 0,088 0,264 3,002

9 Podkriterij 2 0,656 0,6135 0,601 0,623 1,878 3,012

10 Podkriterij3 0,259 0,3067 0,3 0,289 0,867 3,005

1 Vsota 1 1 1
12

13 Amax =AVERAGE(H8:H10)

14 RI

15 cl

16 CR

IzraGunamo indeks konsistentnosti CI, ki smo ga definirali prej. Uporabimo formulo

za izraéun indeksa CI.

Slika 75: Indeks konsistentnosti

4d A B (8 D E F G H
1 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3
2 Podkriterij1 1 0,13 0,33
3 Podkriterij2 7,692 1 2
4 Podkriterij3 3,03 0,5 1
5 Vsota 11,72 1,63 3,33
6
7 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3 Povpreéje Sodba Mere skladnosti
8 Podkriterij 1 0,085 0,0798 0,099 0,088 0,264 3,002
S Podkriterij 2 0,656 0,6135 0,601 0,623 1,878 3,012
10 Podkriterij 3 0,259 0,3067 0,3 0,289 0,867 3,005
1 Vsota 1 1 1
12
13 e 3,0092
14 Rl 0,58
15 ca =(D13-3)/2
16 CR
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Slika 76: Kvocient konsistentnosti

A B ( D E F G H
1 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3
2 Podkriterij 1 1 0,13 0,33
3 Podkriterij 2 7,692 1 2
4 Podkriterij3 3,03 0,5 1
5 Vsota 11,72 1,63 3,33
6
7 Podkriterij 1 Podkriterij 2 Podkriterij 3 Povprecje Sodba Mere skladnosti
8 Podkriterij 1 0,085 0,0798 0,099 0,088 0,264 3,002
9 Podkriterij 2 0,656 0,6135 0,601 0,623 1,878 3,012
10 Podkriterij 3 0,259 0,3067 0,3 0,289 0,867 3,005
1 Vsota 1 1 1
12
13 Tinax 3,0092
14 RI 0,58
15 cl 0,004608
16 CR =D15/D14

Ker je vrednost CR, ki smo jo izraCunali (0,007945) manjSa od 0,1 pomeni, da so

ocene ocenjevalca konsistentne in jih lahko uporabimo v nadaljnji analizi.

Naredimo Se razvrstitev podfaktorjev glede na izraCunan vektor utezi (v Excelu

smo ga poimenovali kar povprecje):

Lastni vektor | Rang
Podkriterij 1 0,09 3
Podkriterij 2 0,63 1
Podkriterij 3 0,29 2

Globalne uteZi podkriterijev sedaj izraCunamo s pomocjo utezi ustreznega kriterija.

Globalna utez podkriterija = utez kriterija X uteZ podkriterija

Spomnimo, da smo za kriterij prestopi izraCunali utez 0,10.
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Lastni Globalni vektor
vektor
Podkriterij 1 0,09 0,09-0,10 = 0,009
Podkriterij 2 0,63 0,63:0,10 = 0,063
Podkriterij 3 0,29 0,29-0,10 = 0,029

Da bi se popotnik lahko dokonc¢no odlocil, mora podati Se svojo subjektivho oceno
glede alternativ prevoza. Matriko relativnih vrednosti smo sestavili iz njegovih

ocen:

Avto Viak Taksi
Avto 1,00 6,00 9,00
Vliak 0,17 1,00 2,00
Taksi 0,11 0,50 1,00

Ker je postopek pridobitve lastnega vektorja podrobno opisan dvakrat, tokrat
podajamo samo rezultate lastnega vektorja. Indeks skladnosti ocen alternativ pa

znas$a 0,007955, torej so ocene popotnika konsistentne:

Lastni vektor Rang
Avto 0,78 1
Vlak 0,14 2
Taksi 0,08 3

Zadnji korak AHP analize je ocena preferentnega indeksa (skrajSano PR) na
osnovi vektorjev uteZi, ki smo jih izradunali. Zelimo vedeti, katera izmed alternativ
za prevoz do letalis¢a, bo za potnika najbolj primerna glede na njegovo subjektivno

oceno alternativ in kriterijev pri odlo¢anju.

PR izraCunamo tako, da pomnozimo vektor utezi izbranih alternativ z vektorjem
uteZi podkriterijev (oziroma neposredno kriterijev, Ce kriterijev nismo delili napre;j

na podkriterije), rezultate pa nato sestejemo.
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Kriterij Podkriterij Utez Avto Viak Taksi
Udobje 0,68 0,78:0,68 = 0,14-0,68 = 0,08-0,68 =
Cas 0,13 0,78-0,13 = 0,14:0,13 = 0,08-0,13 =
Prestopi | Podkriterij 1 | 0,009 0,78:0,009= | 0,14-0,009= | 0,08-0,009 =
Podkriterij 2 | 0,063 0,78-0,063= | 0,14:0,063= | 0,08-0,063 =
Podkriterij 3 | 0,029 0,78:0,029= | 0,14-0,029= | 0,08-0,029 =
Cena 0,08 0,78-0,08 = 0,14-0,08 = 0,08-0,08 =
Kriterij Podkriterij | Utez Avto Vlak Taksi
Udobje 0,68 0,53 0,095 0,054
Cas 0,13 0,101 0,018 0,01
Prestopi | Podkriterij1 | 0,009 | 0,007 0,001 0,0007
Podkriterij 2 | 0,063 | 0,049 0,009 0,005
Podkriterij 3 | 0,029 | 0,023 0,004 0,002
Cena 0,08 0,062 0,011 0,006
Vsota 0,773 0,139 0,079

Vsota predstavlja preferenéni indeks posameznih alternativ, ki so na voljo.

Preferencne indekse razvrstimo po velikosti od najve¢jega do najmanjSega:

Alternativa | PR Rang
Avto 0,773 1
Viak 0,139 2
Taksi 0,079 3

Popotnikova najbolj$a izbira prevoza do letaliS¢a glede na njegovo subjektivno

mnenje je avtomobil. Najmanj verjetno pa bi se odloCil za taksi prevoz.
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3.2 Vec razlicnih odlocevalcev

V prejSnjem poglavju je predstavljen izpeljan postopek AHP analize za enega
odloCevalca. Pri znanstvenih raziskavah je v vecini primerov vkljuCenih ve€
odloCevalcev. To pomeni, da je potrebno ocene, ki so jih posamezni ocenjevalci
podali, zdruziti v eno samo. Ostanimo pri prej opisanem primeru, vendar recimo,
da se popotnik sedaj odpravlja na pot Se z dvema prijateljema in se skupaj odlocajo
za izbiro prevoznega sredstva do letaliS¢a. V tem poglavju bomo prikazali samo,
kako iz posamicnih odloCitev treh prijateljev pridemo do ene matrike relativnih

vrednosti.

Prijatelji so vsak zase ocenili kako pomembni so zanje faktorji pri odlocCitvi za

prevoz. Njihove ocene so zbrane v naslednjih 3 tabelah.

Ocene prvega popotnika:

Udobje | Cas Prestopi | Cena

Udobje 1 5 7 9
Cas 1 1 2 1

5

. 1
Prestopi - - 1 2
Cena 1 1 1 1

9 2

Ocene drugega popotnika:

Udobje | Cas | Prestopi| Cena
Udobje 1 5 1 1
4 2
Cas 1 1 5 1
8
Prestopi 4 1 1 1
5 2
Cena 2 8 2 1
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Ocene tretjega popotnika:

Udobje | Cas Prestopi | Cena

Udobje 1 8 5 1
8

Cas 1 1 1 1
8 6

Prestopi 1 1 1 1
5 8

Cena 8 6 8 1

Da bi dobili enotno matriko relativnih vrednosti, je treba za vsako primerjavo (vsako
celico v tabeli) izraCunati geometrijsko sredino vseh ocen — v konkretnem primeru
geometrijsko sredino treh ocen. Seveda pa lahko ta postopek izvedemo za

poljubno Stevilo odloCevalcev, ki so ocenjevali enake stvari.

Geometrijska sredina se izraCuna po formuli:

n
1 1
(1_[ ai)n = (al . a2 " oeee n an)n = Val . a2  eee w an
i=1

pri Cemer a; predstavlja vrednosti posamicnih ocen, n pa Stevilo ocenjevalcev.

Udobje Cas Prestopi Cena
Udobje N 1 1
Y1-1-1=1 3,/5.2_ = 4,31 7'1'5=2,06 9.5.§=0’83
Cas
31 1 1 3 11
_____ = 0,23 Y1-1-1= V2:5-1=2,15 1-=--=0,28
525 8 6
Prestopi 11
a1 1 =1 . 311
—.4 -==49 25 Vi:1-1=1 2.-. Z
7 5 2 8
= 0,46
Cena 3|1 3|1
52 8=121 V1-8-6=36 572 8=2 Vi-1-1
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Tabela z izraCunanimi geometrijskimi sredinami predstavlja skupno matriko
primerjav, ki jo uporabimo dalje v postopku AHP analize, ki je bila podrobno

predstavljena v tem poglavju.

Udobje | Cas | Prestopi| Cena
Udobje 1 4,31 2,06 0,83
Cas 0,27 1 2,15 0,28
Prestopi 4,89 0,46 1 0,5
Cena 1,21 3,6 2 1

3.3 AHP analiza s pomo¢jo programa AHP software

Tudi za AHP analizo obstaja veliko placljivih in brezplacnih programov in spletnih

orodij, ki omogocajo relativno preprosto analizo rezultatov. V tem poglavju je

predstavljen AHP software

Ob odprtju programa se odpre nov projekt, kamor vnesemo Zeljeno Stevilo
kriterijev3? in Zeljeno Stevilo alternativ®. Program ustvari temu ustrezno $tevilo
praznih okenc za posamezno postavko. Vsako okence ima svoje ime, ki pa ga

lahko po Zelji spremenimo in vpiSemo svoje.

Za prikaz delovanja programa bomo uporabili primer, ki je predstavljen na zaCetku

tega poglavja.

32 criteria
33 alternatives
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Slika 77: Priprava za AHP analizo v AHP software

) AHP - Khaskia - O X

&3]

[Udobje |[Cas | |Prestopi| [Cena |

Avto | |Viak | [Taks| |

w

Ob kliku na gumb Naprej** se odpre matrika primerjav za vneSene kriterije.
Izpolnimo samo del matrike nad glavno diagonalo, vrednosti pod glavno diagonalo
se bodo preraCunale same. Po Zelji lahko dodamo interval na katerem naj se
nahaja vrednost CR, da nas program, v primeru prevelike vrednosti opozori, da

ocene niso konsistentne.

34 Next
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Slika 78: Vnos ocen kriterijev v matriko primerjav
@ AHP - Khaskia - o X

- 1 \5 vl ’7 v’ ’9 v\ calculate
- 0 1 add the Alternative
Bl o o -
CR

- 0 0 0 1 From

T

1 1 1 1 1 1 O useCR
® Dont use CR

Ob kliku na gumb Dodaj alternativo®® na isti nac¢in vnesemo $e ocene primerjav
glede alternativ, ki so na voljo. Ko je matrika izpolnjena, kliknemo na Izracunaj in
shrani®®. Ponovimo za vse kriterije, ki smo jih vnesli in na koncu kliknemo na
Naprej. Tudi tukaj program nudi moznost spretnega preverjanja vrednosti CR in v

primeru, da ta ni v dovoljenih mejah, lahko kako sodbo izklju¢imo iz kon¢nega
izraCuna.

35 Add the alternative
36 Calculate and Save
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Slika 79: Vnos ocen alternativ v matriko primerjav

) AHP - Khaskia - O X

]

i

Cars
Prestopi

Cena - 1
Viak
Taks

b
E
(o]
ol o= 0P
)
¢ el
w
IE
3
¢ |
ooool
ooooI

calculate And Save

From @ Dont ignore
To O lanore Tables Next

Da bi lahko uspesno uporabili ta program, je anketni vpraSalnik oziroma raziskavo
potrebno nacrtovati nekoliko drugace, kot pri prej opisanem postopku. Udelezenci
morajo alternative, ki so na voljo, oceniti na podlagi vsakega faktorja zase. Torej,
kako bi se na primer odlo€ali med alternativami ob upoStevanju udobja, ki ga nudi
vsaka izmed alternativ.

Ko so vnesene vse ocene, kliknemo Naprej in program izpiSe porocilo s

preferen¢nimi indeksi za vse alternative.
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Slika 80: Rezultati AHP analize v programu AHP software

& AHP - Khaskia - O X

(((Avto))) ==> (0,56925) The Goal :
(Vlak) ==> (0,25301) A GOR

(Taksi) ==> (0,17774)

Ignored Tables

Vrednosti preferencnih indeksov se razlikujejo od tistih, ki smo jih dobili z
reSevanjem v programu Excel, saj je bila za pridobitev rezultatov uporabljena
drugatna metoda (ocenjevanje alternativ na podlagi posameznih faktorjev
odlocitve). Pri njeni uporabi se moramo zavedati, da bo vpraSalnik za ocenjevalce

nekoliko daljSi in da zaradi tega morda rezultati ne bodo najbolj realni.
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4 UPORABA NABORA PODATKOV V  LINGO
PROGRAMU

V prvem delu gradiva Linearnega programiranja v logistiki smo pokazali osnovne
funkcije in uporabo programa LINGO. V primeru linearnih programov z vec
spremenljivkami oziroma veC omejitvami, je bolj kakor vpisovanje osnovnega
linearnega programa kot ga obravnava prvi del gradiva, smiselno program zgraditi

s pomocjo nabora podatkov.

Spodaj je predstavljen takSen nacin zapisa na podlagi primera ujemajocCih se parov
iz poglavja Problem kombiniranja ujemajoCih se parov, pretvorjen na problem

maksimalnega pretoka.

MODEL:

SETS:
NODES/Izvor,Bojan,Dejan, Tomaz,Miha, Luka, Tina,Monika, Katari
na,Lina,Viktorija, Ponor/;

ARCS (NODES, NODES) /Izvor,Bojan Izvor,Dejan, Izvor,Tomaz,
Izvor,Miha Izvor, Luka

Bojan,Monika Dejan,Tina Tomaz,Tina Tomaz,Monika Miha, Tina
Miha,Monika Miha,Viktorija Luka,Katarina Luka,Lina
Luka,Viktorija

Tina, Ponor Monika, Ponor Katarina,Ponor Lina, Ponor
Viktorija, Ponor Ponor,Izvor/

:CAP, FLOW;

ENDSETS

MAX= FLOW (@index (Ponor),@index(Izvor));

@QFOR (ARCS (I, J) :FLOW(I,J)<CAP(I,Jd));

@QFOR (NODES (I) : @SUM(ARCS (J,I) :FLOW(J, I))
=@SUM(ARCS (I,J) :FLOW(I,Jd)));

DATA:

cap=1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1000;
ENDDATA

END

Odsek z modelom se zacne s kljuéno besedo MODEL: in se zaklju€i z END. Van;

vpiSemo celotni linearni program kot je opisano v nadaljevanju.

Odsek z naborom podatkov se zaéne s kljuéno besedo SETS: in se konéa z

ENDSETS. V tem odseku definiramo vsa vozlis€a in obstojeCe povezave problema.
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V danem primeru smo definirali vozlis¢a (NODES) in povezave med vozliSCi
(ARCS). CAP in FLOW predstavljata kapacitete in odloCitvene spremenljivke.

V vrstici MAX= FLOW (@index (Ponor),Q@index (Izvor); Smo zapisali, da
Zelimo poiskati maksimalno vrednost odloCitvene spremenljivke, ki predstavlja

povezavo Ponor-lzvor. To je namenska funkcija problema.

Omejitve so zapisane v: @FOR (ARCS (I, J) :FLOW (I, J)<CAP(I,J));

@FOR (NODES (I) :@SUM (ARCS (J, I) :FLOW(J,I))

=Q@SUM (ARCS (I, J) :FLOW (I, J)));

Kjer za vsako povezavo upoStevamo, da je pretok manjSi ali enak kapaciteti

povezave in za vsako vozliSCe uposteva, da je tok v vozlid€e enak toku iz vozlis¢a.

Podatkovni odsek se za¢ne s klju¢no besedo DATA : in se koné&a s klju¢no besedo
ENDDATA Vv vrstici samo po sebi. V ta odsek uvrstimo podatke o problemu, npr.
kapaciteto povezav, povprasevanje/ponudbo v vozlis¢ih, ceno povezav in
podobno. V danem primeru so vse kapacitete povezav 1, saj lahko povezemo v

par le dve osebi.

4.1.1 Uporaba zank

Program omogoca tudi uporabo nekaterih zank, ki poenostavijo pisanje linearnega
programa. Te zanke omogocajo, da izvedemo doloCeno operacijo na vseh
komponentah, ki smo jih definirali v odseku nabora podatkov, ne da bi morali pisati

funkcijo za vsako izmed njih.

Funkcija | Uporaba

@FOR vV osnovi uporabna za ponavljanje in uporabo omejitev za vse

podatke vklju€ene v linearni program

@SUM funkcija izvede operacijo seStevanja na celem naboru podatkov
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5 SLOVENSKO-ANGLESKI SLOVARCEK
UPORABLJENIH POJMOV

Slovenski prevod Angleski izraz

alternative alternatives
Analiti¢ni-hierarhi¢ni proces Analytic hierarchy process
analiza obcutljivosti Range report

Analiza ovojnice podatkov Data Envelopment Analysis
celica s cilji Objective Cell

celice s spremenljivkami Variable Cells

dodaj alternativo Add the alternative
dopolnilna spremenljivka Slack or Surplus

izhodno vozlis€e Demand point

izraCunaj in shrani Calculate and Save

kriteri] Criteria

model vozlis¢a in lokalnih povezav Hub and Spoke model
namenska funkcija Objective function

naprej Next

odlocitvene enote Decision-making units
omejitev Constraint

porocilo o resitvi Solution Report
pretovorna vozlis€a Trans-shippment point
problem asignacije Assignment Problem
problem dodeljevanja virov Assignment flow problem
problem maksimalnega pretoka Maximum flow problem
problem najkrajSe poti Shortest path problem
problem pretovora Transshipment problem
problem omreznega pretoka Network flow problem
reducirani stroSek Reduced Cost

sencna cena/dualna cena Shadow price / Marginal value / Pi

value / Dual value

transportni problem Transportation problem
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vhodno vozlis¢e Supply point

vir Resource
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