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Spremna beseda

To delo je zasnovano kot ucbenik v pripravi, ki obravnava snov predmeta »Principi

modeliranja v logistiki«, ki se predava na podiplomskem Studiju Fakultete za logistiko.

Delo se osredotoca na podrocje resevanja logisti¢nih in transportnih problemov in njihove
optimizacije s pomocjo teorije grafov, ter pokriva kratke teoreticne osnove z dodanimi
reSenimi primeri. MiSljeno je kot zaCasno gradivo, ki naj bi ga Studentje uporabljali poleg
ostalih gradiv (prosojnic, itn) pri Studiju tega predmeta, dokler ne bo v celoti izdelan

vsestransko obsegajoc€ in Se nekoliko bolj razSirjen ucbenik iz tega predmeta.

Pri delu s Studenti je bilo ugotovljeno, da potrebujejo veliko racunskih vaj pri osvajanju
obseZnega repertoarja snovi v okviru kvantitativnih predmetov. To pomeni, da morajo
preizkusiti metode za reSevanje problemov na kar najvec¢jem naboru nalog, da so res

ucinkovito kos izpitnim vprasanjem in sposobni kvalitetnega razumevanja snovi.

V okviru tega se pri¢akuje vsaj osnovno predznanje Studentov s podroc¢ja visokoSolske

matematike, ponekod pa tudi vsaj osnovno razumevanje iz 0snov programiranja.

V gradivu je takoreko¢ vsaka naloga opremljena ne le s kon¢no reSitvijo, pa¢ pa tudi s
celotnim postopkom reSevanja. Pri tem je nazorno prikazan prav vsak korak racunanja, z
jasnim ciljem, da lahko sleherni Student ujame ritem razlage in slednjemu brez tezav sledi

do konca izraCunov.

To delo seveda ni v celoti originalno, paC pa se opira na Stevilne ucbenike in druga
gradiva. Vecina slednjih je navedena v seznamu literature, zato na tem mestu nastejmo le
tista gradiva, na katera smo se najbolj opirali pri tvorbi tega dela: Zerovnik: Osnove
teorije grafov in diskretne optimizacije, Wilson in Watkins: Uvod v teorijjo grafov
(slovenski prevod), Aldous in Wilson: Graphs and Applications, An introductory

Approach, ter Teodorovi¢: Transportne mreZe, algoritamski pristup.



Potrebno je tudi poudariti, da je to delo Sele prva verzija ucbenika v pripravi, zato ni
izkljuena moznost dolocenih tiskarskih in podobnih napak. Za morebitne napake se
bralcu Ze vnaprej opravicujem in bom hvaleZen za vsak kriticen komentar. Prav tako se
bralcu opravicujem za morebitno ne najboljSo vidljivost dolo€enik slik. Tudi te bodo

izdelane v boljsi resoluciji v naslednjih verzijah uc¢benika.

Nazadnje bi se Zelel zahvaliti vsem, ki so kakorkoli sodelovali pri izdelavi tega dela, Se
posebej Studentom, ki so mi v okviru nekaterth seminarskih nalog pomagali izdelati

dolocene primere tega dela.

Avtor



1 UVOD

Glavno podrocje obravnave tega dela je takoimenovana teorija grafov. Gre za eno
najhitreje razvijajo¢ih se podro¢ij sodobne matematike, verjetno predvsem zaradi
uporabnosti v mnogih znanostih in sodobnih tehnologijah. Teorija grafov je podrocje
diskretne matematike, ki se ukvarja z grafi, strukturami, sestavljenimi iz toCk in

medsebojnih povezav [16].

Za uradni zacetek teorije grafov se pogosto vzameta objavi ¢lankov Leonharda Eulerja o
sedmih mostovih v Konigsbergu leta 1736 in Vandermondeov c¢lanek o Sahovskem
problemu s konjem. Grafi so se izkazali kot odli¢no orodje za modeliranje mnogih
problemov, ki jih sreCamo v vsakdanjem in poklicnem Zivljenju. Tako s teorijo grafov
reSujemo probleme, kot so iskanje ucinkovitih algoritmov v racunalnis$tvu, dodeljevanje
frekvenc oddajnikom v brezzi¢nih omreZzjih, reSevanje razli¢nih diskretnih problemov,

podobnih Eulerjevim mostovom, itn.

Poglejmo si Se nekaj tipi¢nih primerov problemov, ki jih lahko reSimo s pomocjo teorije

grafov [16]:

e Denimo smo se znaSli v sredini labirinta. Ali obstaja zanesljiva metoda, ki nam

pomaga poiskati pot ven?

e Kako bi poiskali najkrajSo pot, e bi se Zeleli peljati iz Kopra v Mursko Soboto?

e Ce bi poskusili pobarvati zemljevid Zdruzenih Drzav Amerike tako, da bi sosednji
drzavi vedno pobarvali z razli¢nima barvama, bi ugotovili, da potrebujemo samo $tiri
barve. Ali to velja za vse zemljevide, ali pa obstajajo zemljevidi, za katere je

potrebno ve¢ barv?

Ceprav so ti problemi na prvi pogled precej razli¢ni, lahko vse opisemo kot takine, pri

katerih imamo opravka z nekimi objekti in povezavami med njimi. Zato jih lahko



reSujemo s teorijo grafov, ki se izkaZe kot izredno ucinkovita pri reSevanju tovrstnih

nalog.

Mnogo tak$nih in podobnih nalog ima korenine v pomembnih prakti¢nih problemih iz
znanosti in tehnologije. Pri tem velja, da je dobila teorija grafov v zadnjih letih precejSnjo
vzpodbudo prav iz potrebe po reSevanju konkretnih nalog v industriji [16]. Poleg tega je
mogoce pri reSevanju problemov s podrocja analize omreZij in operacijskih raziskav z

uporabo tehnik s podrocja teorije grafov doseci znatne prihranke v ¢asu in denarju [16].

Pomembno pa je, da znamo takSne naloge predstaviti v jeziku teorije grafov, kar je
mozno storiti s pomoc¢jo matemati¢nega modeliranja. V procesu modeliranja potrebujemo
formulacijo naloge v taksni obliki, da jo lahko obravnavamo s tehnikami teorije grafov.
Seveda to ni vedno enostavno opravilo. Nacin, s pomoc¢jo katerega je izvedeno
modeliranje, ter stopnja natan¢nosti opisa originalnega problema s pomocjo

matematicnega modela, se lahko pomembno razlikujeta od problema do problema.

Potemtakem so glavne teme tega dela predstavitev teorije grafov, modeliranje problemov,
ki jih reSujemo s pomocjo te teorije, ter ilustracija postopkov reSevanja problemov s

poudarkom na logisti¢nih primerih.

Pri tovrstnih postopkih gre predvsem za takoimenovano optimizacijo mreznih struktur,
grafe namre¢ pogosto poimenujemo tudi mreze. MreZe igrajo pomembno vlogo tudi na
podrocju transporta, komunikacij, produkcije, distribucije, projektnega planiranja, itn. Z
njimi lahko na eleganten nacin vizuelno in konceptualno ilustriramo in reprezentiramo
medsebojne odnose in povezave, ki vladajo med posameznimi komponentami nekega
sistema.

Poglejmo si nekaj osnovnih definicij, ki izhajajo iz topologije mreZ in grafov [6]:

o Vozlisca,

e Povezave,

® Mreza ali graf (skupek vozlis¢ in povezav),

¢ Drevo (povezan podgraf brez ciklov (zank), ki vsebuje nekatera izmed vozliS¢ grafa).
e Vpeto drevo (drevo, ki vsebuje vsa vozliS¢a grafa).



¢ Minimalno vpeto drevo (vpeto drevo, pri katerem je skupna dolZina povezav med
posameznimi pari vozliS¢ najmanjSa).

Slika 1 ilustrira nekaj primerov mrez oz. grafov, kjer so npr. razvidna vozli¢a, povezave,
zanke in vpeto drevo.

(T)<== vozlis¢a

povezave

(a)

) / z/}»k\e(
0) = B)—— @
Koliina aktivnosti ’\ 7~
ali fizikalna veli¢ina )
(npr. stroski, razdalje,...) \ = o
(D)

Vpeto .-fé;. \--\ 3

—————— R (B
drevo 4\{

()
Slika 1.: Ilustriracija primerov mreZ oz. grafov, kjer so razvidna vozli§¢a, povezave,
zanke in vpeto drevo.

Pri grafih imamo torej opravka z nekim diagramom tock, ki so med seboj povezane s
¢rtami (slika 2). Povezave med to€kami lahko pomenijo tudi vezi med atomi v kemijski
molekuli, Zice med komponentami v elektricnem vezju, ceste med mesti na zemljevidu in
podobno. Poznamo tudi takoimenovane usmerjene grafe ali digrafe (directed graphs), ki
jih definiramo podobno kot grafe, le da ima vsaka povezava usmeritev, ki jo prikazemo s
pusCico. ZancCilen primer takS$nih grafov je npr. predstavitev cestnega omreZja z

enosmernimi cestami.
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D C
Slika 2.: Primer osnovnega grafa
Ucbenik daje najvecji poudarek naslednjim podrocjem: Definicije in primeri s podrocja
teorije grafov, opis znacilnih grafov in dreves, postopki optimizacije na drevesih,

algoritmi s podrocja teorije grafov, reSevanje znacilnih problemov, kot npr. problemov

najkraSe poti, maksimalnega pretoka in minimalno vpetega drevesa, itn.

V naslednjem poglavju si bomo najprej pogledali nekaj osnovnih definicij in primerov s

podrocja teorije grafov, ter podali osnoven opis znacilnosti grafov.

11



2 DEFINICLJE IN OSNOVNI POJMI IZ TEORIJE GRAFOV

Graf G = (V(G), E(G)) je doloCen z mnoZico vozliS¢ in seznamom povezav [16, 19].
Elemente mnoZice V(G) imenujemo vozli¢a, elemente seznama E(G) pa povezave grafa
G. Kadar je jasno, kateri graf obravnavamo, uporabljamo krajsi oznaki V = V(G) in E =

E(G).

Povezavi grafa priredimo vozliS¢e zaCetek (prvo krajiSce) in vozliS¢e konec (drugo
krajis¢e) povezave. Torej je graf dolocen, brZz ko poznamo vozli§¢a in ko vemo, kateri
pari vozliS¢ so povezani s povezavami. Graf lahko nariSemo tako, da za vsako vozliSce
nariSemo krogec, povezave pa prikazemo s Crtami, ki povezujejo vozliS¢a. Na sliki 3 so
narisane tri razli¢ne risbe grafa, ki ga lahko popolnoma opisemo z mnoZicama: V(G) =

{a,b,c,d}, E(G) = {e,f,g,h,i,j}.

Slika 3: Tri risbe istega grafa

Posebno za majhne grafe je risba grafa zelo uporabna. Kadar opazujemo strukturo grafa,
pogosto oznake vozliS¢ niso pomembne, zato v takSnem primeru graf lahko nariSemo

brez oznak.

V' nekaterih aplikacijah je pri povezavi pomembno, kako je usmerjena. Takrat si
povezavo predstavljamo kot usmerjeno povezavo ali puScico. Grafe z usmerjenimi
povezavami imenujemo usmerjeni grafi ali digrafi (directed graphs). Ce nas

usmerjenost povezav ne zanima, pa govorimo o neusmerjenih grafih.

12



.....

.....

povezav. Primer zanke in vzporedne povezave je podan na sliki 4 [16].

z A D Ee

- vzporedni

povezavi
C 8 G F
— zanka

povezan neenostaven graf nepovezan enostaven graf

Slika 4: Primer povezanega neenostavnega in nepovezanega enostavnega grafa

Ce sta vozlis¢i grafa v in w medsebojno povezani s povezavo, potem reCemo, da sta
sosednji vozliS¢i. Ce gre povezava e = uv skozi vozlis¢i u in v, potem je incidentna

.....

v, incidentni s povezavo e (leZita na povezavi e) [16, 19].

Stevilo vozlis¢ grafa obiGajno ozna¢imo z nm = [V(G)l. Standardna oznaka za §tevilo
povezav pa je m = |IE(G)l. Elemente mnozice vozliS¢ pogosto ozna¢imo z naravnimi
Stevili 1,2,3,..., torej V(G) = {1,2,... ,n}. V€asih pa je primernejSa izbira oznak 0,1,2,...,
n-1, torej V(G) = {0,1,2,.. .,n-1}.

Utezen graf je tisti graf G = (V(G),E(G)), ki vsaki povezavi grafa priredi utez. UteZem
na povezavah pogosto lahko re¢emo tudi dolZine ali cene povezav. V nekaterih
aplikacijah lahko uteZimo tudi vozliS¢a grafa, ko vsakemu vozliS€u priredimo utez.

Seveda lahko hkrati definiramo uteZi na povezavah in na vozlis¢ih [16 ,19].

Tako v matematiki kot v tehniki pogosto proucujemo zapletene objekte tako, da gledamo
enostavnejSe objekte istega tipa, ki jih ti vsebujejo, manjsi objekti pa pogosto dobijo ime
s predpono '-pod'. Proucujemo na primer podmnoZice mnoZic, podsisteme sistemov,
podgrupe grup itd. Tudi pri teoriji grafov je tako, kjer lahko grafu tvorimo njegove

podgrafe, primer je prikazan na sliki 5.

13



Na sliki 5 je G1 podgraf grafa G, induciran na vozlis¢ih {a,b,c,d,e,p}, graf G2 je podgraf,
induciran na povezavah {ij,ik,il,jk,jL.k1}, G3 pa je vpet podgraf grafa G [16, 19].

Gs

Slika 5: Graf G s podgrafi G1, G2 in G3

Naj bo G graf brez zank, v pa vozlis¢e grafa G. Tedaj velja, da je stopnja vozliS¢a v
Stevilo povezav, ki vsebujejo v [16, 19]. Stopnjo vozliS¢a oznacimo s st(v). Najvecjo
stopnjo vozliséa grafa G oznac¢imo z A(G), najmanjSo pa z 8(G). Za vsako vozlisce v
grafa G torej velja: 8(G) < st(v) < A(G). Soses¢ina vozlis¢a v, N, (v), pa je mnoZica
vseh vozlis¢, ki so sosednja z vozliS€em v. Za graf a) na sliki 6 velja, da ima stopnje

vozliS¢: st(u) = 2, st(v) = 3, st(w) = 4, st(z) = 1 (zaporedje stopenj je (1,2,3,4)).

14



Stopnja vozlis¢a je bila doslej definirana samo za grafe brez zank. Definicijo lahko
preprosto razSirimo na grafe z zankami tako, da se dogovorimo, da naj vsaka zanka
prispeva vrednost 2 k stopnji vozli§¢a [16, 19]. Tako ima graf b) na sliki 6 stopnje
vozlis¢:  st(u) = 2, st(v) = 5. st(w) =4, st(z) = 5 (zaporedje stopenj je (2,4,5,5)).

A A

(b)

(@)

Slika 6: Tlustracija stopenj vozliS¢ v grafu

Graf je regularen, ¢e imajo vsa vozlii¢a grafa enako stopnjo. Ce imajo vsa vozli§¢a grafa
stopnjo r, reCemo, da je graf regularen stopnje r ali r-regularen. Na sliki 7 je nekaj

primerov regularnih grafov razli¢nih stopenj [16].

(0T

Slika 7: Regularni grafi

Lema o rokovanju:

Prvi graf na sliki 7 je regularen stopnje 4 in ima osem vozlis¢, torej je vsota vseh stopen]
vozliS¢ grafa enaka 32. Vidimo tudi, da ima ta graf 16 povezav. Torej je vsota stopenj
vozZliS¢ enaka natanko dvakratnemu Stevilu povezav. IzkaZe se, da to velja za vse grafe

in rezultat imenujemo lema o rokovanju [16, 19].

15



Lema o rokovanju velja tudi za grafe z zankami, saj tudi vsaka zanka prispeva k stopnji
pripadajocega vozli§€a natanko vrednost 2. Poimenovanje lema o rokovanju izvira iz
dejstva, da lahko z grafom predstavimo skupino ljudi, ki se rokuje na zabavi. V takSnem
grafu so ljudje predstavljeni z vozlis¢i, povezavo med posameznima Clovekoma pa
dodamo, Ce sta se ta na zabavi rokovala. V tej interpretaciji je Stevilo povezav enako
Stevilu vseh rokovanj, stopnja vozlis¢a je Stevilo rokovanj osebe, ki jo predstavlja
vozli§ée, vsota stopenj pa je Stevilo rok, ki so sodelovale v rokovanjih. Lema o rokovanju
torej pravi, da je Stevilo vseh rok, ki so se rokovale, dvakrat vecje od Stevila rokovanj -

seveda preprosto zato, ker v vsakem rokovanju sodelujeta natanko dve roki [19].
Iz leme o rokovanju lahko sklepamo naslednja dejstva [19]:

e V vsakem grafu je vsota vseh stopenj vozliS¢ grafa sodo Stevilo.

e V vsakem grafu, ki ima liho Stevilo vozliS¢, je vsota stopenj vozlis¢ sodo Stevilo.

. e L n-r
e (e ima graf G n vozlis¢ in je regularen stopnje r, ima natanko B3 povezav.

Izomorfizem grafov

Dva grafa G in H sta izomorfna, ¢e lahko graf H dobimo iz grafa G tako, da spremenimo
oznake vozlis¢ [16, 19]. To je mozno v primeru, Ce obstaja takSna povratno enoli¢na
preslikava med vozli§¢i G in vozlis¢i H, da je Stevilo povezav, ki povezujejo katerikoli
par vozliS¢ v G, enako Stevilu povezav, ki povezujejo pripadajoci par vozlis¢ v H [16,

19].
Grafa na sliki 8 sta izomorfna, ker imamo opravka s preslikavo, definirano z: 1— a,

2 >c¢3—>e4—-b 5—>d 6 — f Kerjev tem primeru vozlis¢ malo, lahko to

enostavno preverimo s pregledom vseh parov vozliS¢ in njihovih slik.
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f c
2 5
3 6

Slika 8: Izomorfna grafa

Grafa na sliki 9 pa nista izomorfna. V prvem grafu imamo namre¢ dve sosednji vozlisci
stopnje 2, v drugem grafu pa takega para vozliS¢ ni. [zomorfizem torej ohranja stopnjo

vozlis¢a, pri Cemer se sosednja vozliS¢a preslikajo v sosednja vozlis¢a [16, 19].

Slika 9: Neizomorfna grafa

Invarianta grafa ali stalnica je lastnost grafa, ki se ohranja pri izomorfizmu [19].

Invariante grafa so: Stevilo vozlis¢, Stevilo povezav, zaporedje stopen;.

Sprehodi po grafih

N X1l

V definiciji sprehoda je ,,drugo vozliS¢e" povezave vedno isto kot ,,prvo vozlisce"
naslednje povezave. Intuitivno si sprehod na sliki 10 lahko predstavljamo kot sprehod od
vozli§¢a u do vozlis¢a v, potem do w, potem do x, in tako naprej, dokler nazadnje ne

koné¢amo v vozli$éu z.
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Slika 10: Sprehodi na grafu

Ker povezave niso usmerjene, lahko takSen sprehod razumemo tudi kot potovanje od z
nazaj proti y, in tako dalje do vozliS¢ x, w, v, ter nazadnje do u. V definiciji sprehoda ni
zahteve, da bi bile vse povezave ali vozli¢a razli¢na. Ce so vse povezave sprehoda
razli¢ne, potem sprehod poimenujemo enostaven sprehod ali sled. Ce so v enostavnem

sprehodu vsa vozli$€a razli¢na, potem sprehodu reCemo pot [16, 19].

Posebej poimenujemo tiste sprehode in poti, ki se zafnejo in konCajo v istem
(izhodiS¢nem) vozliscu. Tedaj imamo opravka s sklenjenim sprehodom ali obhodom
[19]. Ce so vse povezave obhoda razli¢ne, potem ga poimenujemo enostaven obhod ali
sklenjena sled. Ce pa so v obhodu vse povezave in vsa vozlii¢a (razen izhodi§¢nega)

razli¢na, potem ga imenujemo cikel [16, 19].

V grafu na sliki 11 je obhod b-c-d-p-h-f-d-e-b sklenjena sled, ki ni cikel, saj se vozlis¢e d
pojavi dvakrat. Po drugi strani pa so sklenjene sledi b-c-d-p-h-f-e-b, i-j-I-n-i in b-c-d-e-b
tudi cikli. Cikle dolZine tri, kot sta na primer d-e-f-d ali n-i-j-n, imenujemo trikotniki
[16, 19]. Pri opisovanju sklenjenih sprehodov lahko uporabimo za zacetek katerokoli
vozli§¢e sprehoda. Prav tako obi¢ajno velja dogovor da se izhodiS¢no vozliS¢e ne zapiSe
dvakrat. Tako na primer trikotnik d-e-f-d lahko enakovredno zapiSemo z d-e-f, e-f-d ali f-

d-e.
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Slika 11: Sprehodi na grafu in pojem ciklov

Povezanost grafov in razdalje

Graf G je povezan, Ce obstaja pot med poljubnim parom vozliS¢, sicer pa je nepovezan
(glej sliko 4) [19]. Nepovezan graf razpade na nekaj povezanih podgrafov, ki jih
imenujemo (povezane) komponente grafa. Most je povezava v povezanem grafu, brez

katere bi bil graf nepovezan [19].

Razdalja d (u,v) med vozlii¢ema u in v grafu G je dolZina najkrajSega sprehoda med
njima. Ce med vozli§¢ema ni nobenega sprehoda, potem zapisemo: d,, (u,v)=o0. Graf G

je povezan natanko tedaj, ko za vsak par vozliS¢ u,v, v grafu G, velja: d,; (u, v) <oo [19].

Matriko D(G) velikosti n x n, v kateri element v i-ti vrstici in j-tem stolpcu pove razdaljo
med vozlis¢ema i in j v grafu G, imenujemo matrika razdalj grafa G (glej sliko 12 a) ).
Opazimo lahko, da so diagonalni elementi v matriki razdalj enaki 0. V neusmerjenem

grafu je matrika razdalj simetri¢na [19].
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2011 0 2 1
1 1 DG)=3 [1 2 0 1
4 12 1 1 0
1 2 3 4
3 ! 4
a)
1 2
1fo 1 0 1
201 0 1 2
D(G)=
30 1 0 1
41 210
1 2 3 4
4 3
b)

Slika 12: Graf G. a) matrika razdalj D(G), b) matrika sosednosti D(G)

Primeri grafov

Poln graf je graf, v katerem je vsak par razli¢nih vozliS§¢ povezan z natanko eno
povezavo [16, 19]. Poln graf na n vozlis¢ih oznac¢imo s Kn (Slika 13). Graf Kn je

(n—1
regularen stopnje n-1, zato ima po lemi o rokovanju % povezav [19].

®
K
K Ks K. Ks

Slika 13: Primeri polnih grafov
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Cikel je graf, ki ga sestavlja en sam cikel. Graf cikla ozna¢imo s Cn. Graf Cn je regularen

stopnje 2 in ima n povezav [16, 19]. Slika 14 prikazuje nekatere primere ciklov.

WALO

Slika 14: Primeri ciklov

Pot je graf, ki ga sestavlja ena sama pot. Pot na n vozli§¢ih ozna¢imo s Pn. Graf Pn ima

n-1 povezav in ga lahko dobimo iz cikla Cn z odstranitvijo katerekoli povezave [16, 19].

Drevo je povezan graf brez ciklov [16, 19]. Nekaj primerov dreves je narisanih na sliki
15. Naj bo G poljuben povezan graf. Podgraf grafa G, ki vsebuje vsa vozlis¢a grafa G in

je drevo, imenujemo vpeto drevo grafa G [19].

Slika 15: Primeri dreves

21



Predstavitve grafov

Grafi¢na predstavitev grafov je koristna v mnogih primerih, posebno ¢e Zelimo opazovati
strukturo vsega grafa, njena vrednost pa se zmanjSa, brz ko moramo opisovati velike in
zapletene grafe. Ce Zelimo na primer v radunalniku shraniti velik graf, potem je grafi¢na

predstavitev neprimerna. Uporabiti moramo kak$no drugo metodo.

Ena mozZnost je, da shranimo seznam vozliS¢ in k vsakemu vozliS¢u zapiSemo seznam
sosednjih vozlis¢. Graf enostavno rekonstruiramo tako, da povezemo vsako vozlisce z
njegovimi sosedami. Ta nacin pogosto uporabljamo v praksi, posebno kadar je graf

"redek" , to je takrat, ko ima graf veliko vozliS¢ in relativno malo povezav.

Obstajajo pa tudi nacini, kjer se za upodobitev grafov uporablja matrike. Matrike so
posebej primerne za raCunanje in v mnogih primerih lahko z njimi na najnaravnejsi nacin
formuliramo problem. Obstajajo razli¢ne vrste matrik, s katerimi lahko predstavimo graf.
V nadaljevanju so prikazane najpomembnejSe vrste: matrika sosednosti in inciden¢na
matrika. Pri prvem tipu matrike zapiSemo tabelo, v kateri oznac¢imo, kateri pari vozliS¢ so
povezani. Pri drugem tipu matrike pa zapiSemo tabelo, v kateri ozna¢imo, katera vozlisca

so incidentna s katerimi povezavami [16, 19].

Matrika sosednosti

Matriko sosednosti lahko razloZzimo na primeru, ki je ilustriran na sliki 12 b).

Na levi strani slike 12 b) imamo graf s Stirimi vozlis¢i, na desni strani pa imamo matriko
reda 4x4. Stevila v matriki pomenijo $tevilo povezav, ki povezujejo ustrezni vozlis¢i
grafa, na primer: vozli$¢i 1 in 2 sta povezani z eno povezavo, zato se pojavi v drugem
stolpcu prve vrstice in v prvem stolpcu druge vrstice Stevilo 1. VozliS¢i 2 in 4 sta
povezani z dvema povezavama, zato je v matriki v Cetrtem stolpcu druge vrstice in v
drugem stolpcu Cetrte vrstice Stevilo 2. Vozlis¢i 1 in 3 nista povezani, zato je v tretjem
stolpcu prve vrstice in v prvem stolpcu tretje vrstice Stevilo 0. Podobno lahko sklepamo
za preostale elemente matrike sosednosti. Vidimo lahko tudi, da je matrika simetri¢na

glede na glavno diagonalo [16, 19].
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Inciden¢na matrika

V matriko sosednosti zapiSemo podatke o sosednosti vozlis€. V incidencno matriko pa
zapiSemo informacije, katere vozliS¢a in povezave so incidentne (sosednje) [16, 19].

Poglejmo naslednji primer, ki je prikazan na sliki 16.

@ @

if1 00100

201 100 1 1
(G)=

30 1100 0

4001111

123456

s 7 s
Slika 16: Graf in inciden¢na matrika I(G)

v v

pa matriko reda 4 x 6. Elementi matrike so 1 ali 0, odvisno od tega, ali sta ustrezno
vozlis¢e in povezava incidentni (sosednji) ali ne (vozlis¢e in povezava sta incidentni, ¢e

je vozlis¢e krajisce povezave) [16, 19].
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3 REALNI PRIMERI APLIKACIJ IZ TEORIJE GRAFOV

Na kratko bomo predstavili naslednje realne primere aplikacij, kjer lahko ucinkovito

apliciramo teorijo grafov:

e Tlorisi v gradbeniStvu,

e FElektri¢na vezja,

e Napeljave instalacij v hiSe,

® Problem najhitrejSe poti med dvema mestoma, ter

¢ Problem enkratnega prehoda sedmih mostov.

Tlorisi v gradbeniStvu

Na sliki 17 je nacrt spodnjega nadstropja neke hise [16].

dnevna
soba
— =
Studijska = druzinska ® veta
soba soba
—— [
igralnica _ kuhinja jedilnica

Slika 17: Nacrt spodnjega nadstropja neke hise

Za tako majhne nacrte z diagramom na sliki 17 zelo nazorno prikaZemo, iz katere sobe
lahko pridemo v katero drugo sobo. Ce je sob ve¢, pa je primernejsa predstavitev z
grafom, kjer sobe zamenjamo z majhnimi ¢rnimi pikami (vozlis¢i), kar je prikazano na

sliki 18 [16].
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dnevna soba

e it druzinska
diie soba

soba

vela

igralnica kuhinja jedilnica

Slika 18: Graf spodnjega nadstropja neke hise

Iz slike 18 je razvidno tudi, da smo prehode skozi vrata na sliki 17 nadomestili s

povezavami.

Arhitekti takSne grafe imenujejo tudi diagrami pretoka, ker so uporabni pri analizi gibanja
ljudi v vecjih stavbah. Posebej uporabni so pri nactovanju letaliS¢ in veleblagovnic.
Seveda so taks$ni diagrami uporabni za predstavitev povezav med sobami, ne dajejo pa

nobene informacije o velikosti in obliki sob [16].

Elektri¢na vezja

Diagram (graf) na sliki 19 ponazarja elektri¢no vezje z dvema uporoma, dvema

kondenzatorjema, dvema tuljavama, ter generatorjema toka in napetosti.
Diagrami te vrste so zelo uporabni za prikaz povezav med posameznimi deli vezja.

Vendar pa nam ne dajo nikakrSne informacije o geometriji vezja. Tako npr. ni¢ ne vemo o

dolzini in debelini Zic ter njihovi legi [16].
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Slika 19: Graf za primer elektri¢nega vezja

Napeljave instalacij v hiSe

Na sliki 20 je ilustriran problem napeljave instalacij v hise. Pri tej nalogi Zelirno povezati
tri hise, A, B in C, s tremi napeljavami: plinovodom, vodovodom in elektri¢no napeljavo.
Zaradi varnosti zahtevamo, da se napeljave ne smejo kriZati. Zanima nas torej, ¢e lahko
naredimo vse povezave, ne da bi se medseboj krizale. Kot je razvidno iz slike 20, lahko
brez problemov potegnemo osem od devetih povezav. Dilema pa nastopi pri deveti

povezavi [16, 19].

Slika 20: Instalacije za tri hiSe
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Nalogo lahko predstavimo z levim grafom na sliki 21 [16, 19]. Za tocke vzamemo tri hiSe
in tri izvore napeljav. Graf ima torej Sest vozliS¢ in devet povezav. Isto nalogo lahko
predstavimo tudi z desnim grafom na sliki 21. Oba grafa namre¢ sporocata isto, da so tri
hiSe povezane z vsako od treh napeljav. Naloga napeljav pa je ugotoviti, ali se da narisati

takSen graf, ki bo enak grafoma na sliki 21, vendar ne bo prislo do sekanja povezav.

plin voda elektrika voda B
A elektrika

. & . plin C

Slika 21: Grafa za instalacije treh his

Problem najhitrejse poti med dvema mestoma

Ko uporabljamo cestni zemljevid, niso pomembne le povezave med posameznimi mesti,
pac pa tudi pripadajoce razdalje oz. Casi potovanja med mesti. Slika 22 prikazuje primer
cestnega zemljevida za ZDA, kjer so oznaCene glavne poti oz. povezave med mesti [16].
Kot je razvidno iz slike 22, so povezave tudi uteZene s Casi trajanja posameznih voZenj

med pari sosednjih mest.

12 Omaha

New Orleans

Slika 22: Cestni zemljevid ZDA
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Seveda Zelimo med dvema mestoma potovati po ¢im krajsi poti ¢im manj ¢asa. Problem
je torej, kako npr. poiskati najkrajSo (najhitrejSo) pot med mestoma Los Angeles in
Amarillo, ali npr. med mestoma San Francisco in Denver. Kot se izkaZe, je uporaba

teorije grafov lahko silno uporaben pripomocek pri reSevanju tovrstnih problemov.

Problem enkratnega prehoda sedmih mostov

V zgodnjem 18. stoletju je srednjevesko mesto Konigsberg vsebovalo centralen otok
Kneiphof, okoli katerega je tekla reka Pregel. Tovrstna kofiguracija je mesto razdelila na
4 dele A, B, C in D, ki so bili povezani s sedmimi mostovi (a, b, c, d, e, f, g), kar je

ilustrirano na sliki 23 [16, 19].

Slika 23: SrednjeveSko mesto Konigsberg

Kot je znano, so si tedaj meScani dali duSka z vpraSanjem, Ce obstaja takSna pot, ki bi

preCkala vsak most natanko enkrat in se vrnila v izhodiS§¢no pozicijo.
Tovrsten problem lahko predstavimo s pomocjo grafa, kjer posamezne dele mesta (A, B,

C in D) nadomestimo z vozlis¢i, prehode ¢ez mostove (a, b, c, d, e, f, g) pa s povezavami

med vozlisci (slika 24) [16].
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Slika 24: Graf za srednjevesko mesto Konigsberg
Prvotni problem torej lahko transformiramo v problem s podroc¢ja teorije grafov, kjer si

izberemo na sliki 24 izhodiS¢no vozlisce, ter nato poskusamo najti takSno pot, ki ne bo

nobenega mostu preckala dvakrat (ter se vrnila v izhodisce).
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4 EULERJEVI IN HAMILTONOVI GRAFI

V tem poglavju bomo spoznali dva zelo pomembna tipa grafov: Eulerjevega in
Hamiltonovega, poimenovana po matematikih Leonhardu Eulerju in Williamu Rowanu
Hamiltonu [16, 19]. Doti¢na grafa sta namre¢ imela kljuen pomen v razvoju teorije
grafov, zato si ju velja pobliZe pogledati.

Preden pa gremo na definicije obeh tipov grafov, si oglejmo Se naslednji primer, kjer bo
jasno razvidna razlika med enim in drugim tipom grafa.

Primer:

Denimo imamo opravka z naslednjim grafom, ki med seboj povezuje mesta z doloCenim
naborom cest (slika 25) [2].

b c
a I d
/
mesta
e

N

ceste
Slika 25: Graf, ki povezuje mesta s cestami

V povezavi z grafom na sliki 25 lahko definiramo naslednja dva problema [2]:

¢ Problem trgovskega potnika, kjer potnik Zeli najti takSno pot, ki obisce vsako mesto
natanko enkrat in se vrne na izhodiS¢no lokacijo (npr. vozlis¢e a). Primera tak$nih
poti sta: a-b-c-d-e-g-f-a in a-f-e-d-c-g-b-a.

¢ Problem kitajskega poStarja, kjer Zeli poStar najti takSno pot, ki gre preko vseh cest
natanko enkrat in se vrne na izhodiS¢no lokacijo (npr. vozlis¢e a). Primera tak$nih
poti sta: a-b-c-d-e-f-b-g-c-e-g-f-a in a-f-g-c-d-e-g-b-c-e-f-b-a.

Ceprav lahko postar potuje po vsaki cesti le enkrat, pa naéeloma lahko obisée dolo¢ena

mesta veCkrat. Po drugi strani lahko potnik obiS¢e vsako mesto le enkrat, vendar lahko
naceloma potuje po dolocenih cestah veckrat [2, 16, 19].
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Kljuéni problem pri trgovskem potniku je najti takSen cikel, ki vkljuCuje vsa vozlisca
danega grafa in vsebuje minimalno skupno razdaljo prepotovane poti [2]. Klju¢ni
problem pri kitajskem poStarju pa je najti takSen enostaven obhod, na katerem so vse
povezave grafa in vsebuje minimalno skupno razdaljo prepotovane poti [2].

Z mislijo na pravkar postavljena problema tega primera bomo v nadaljevanju uvedli
definiciji za Eulerjev in Hamiltonov graf [2, 16, 19].

Definicija za Eulerjev graf:

Povezan graf je Eulerjev, ce obstaja enostaven obhod, na katerem so vse povezave grafa.

Tak obhod imenujemo Eulerjev obhod.

Definicija za Hamiltonov graf:

Povezan graf je Hamiltonov, ce obstaja cikel, na katerem so vsa vozlisc¢a grafa. Tak cikel

imenujemo Hamiltonov cikel.

Ce povezemo ti definiciji s prej podanim problemom, je oéitno problem trgovskega
potnika tesno povezan s problematiko Hamiltonovih grafov, problem kitajskega postarja

pa s problematiko Eulerjevih grafov [2].

V nadaljevanju si poglejmo primer, ki se tie Eulerjevih in Hamiltonovih grafov.

Primer:

Na sliki 26 so podani Stirje grafi. Ugotovite, katerega tipu grafov pripadajo.

B C B C B c B C
P
Flw@ E Fowm E Flw E Frw E

Slika 26: Primer Stirih grafov

Ugotovitve iz slike 26 so naslednje [16, 19]:
e (Graf (a) je Eulerjev in Hamiltonov;

¢ Graf (b) je Eulerjev in ni Hamiltonov; Eulerjev obhod je ABGCDEGF;
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e (Graf (c) je Hamiltonov in ni Eulerjev; Hamiltonov cikel je ABCDEF;

e Graf (d) ni niti Eulerjev niti Hamiltonov.

Poglejmo si Se en primer, kjer je en graf Eulerjev in ni Hamiltonov, drug graf pa je

Hamiltonov in ni Eulerjev [2, 16, 19].

Primer:

Na sliki 27 sta podana dva grafa. Ugotovite, katerega tipu grafov pripadata.

b c b C

N
"l

/ . f :

Slika 27: Primer dveh grafov

Iz slike 27 je razvidno, da je levi graf Eulerjev (z obhodom b-c-g-f-e-g-b) in ni

Hamiltonov, desni graf pa je Hamiltonov (s ciklom b-c-g-e-f-b) in ni Eulerjev.

4.1 Eulerjevi grafi

Ce se vrnemo na problem enkratnega prehoda sedmih mostov iz Konigsberga (na sliki
23), smo videli, da ga lahko prevedemo v problem, kjer najprej tvorimo graf na sliki 24,
nato pa poskuSamo poiskati enostaven obhod, na katerem so vkljuCene vse povezave
grafa natanko enkrat. Vendar se izkaze, da takSen graf ne vsebuje nobenega Eulerjevega
obhoda, zatorej problema KonigsberSkih mostov ni mozno reSiti s tako zastavljeno

strategijo [2, 16, 19].
Euler je obravnaval problem tudi na bolj splo$nih razporeditvah delov mesta in

mostov. Tako je naSel sploSno pravilo, kdaj je obhod iskanega tipa mogoce najti,

torej kdaj je graf Eulerjev [2, 16, 19]. Ugotovil je, da je mogoce najti obhod, ki
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precka vsak most natanko po enkrat (torej poiskati Eulerjev obhod grafa), natanko
tedaj, ko je izpolnjen naslednji pogoj: kadarkoli pridemo v neki del mesta, mora
obstajati moZznost, da ta del zapustimo po Se neprehojenem mostu. Z drugimi besedami:
kadarkoli pridemo v vozliS§¢e, moramo imeti moZnost, da ga zapustimo po drugi
povezavi. Torej vsaki€, ko obiS¢emo vozlis€e, prispevamo natanko vrednost 2 k stopnji
tega vozliS€a. (To velja tudi za prvo in zadnjo povezavo na obhodu, ki skupaj tudi
prispevata vrednost 2 k stopnji zacetnega vozli§¢a). Odtod pa sledi, da mora imeti v

Eulerjevem grafu vsako vozlis¢e sodo stopnjo [16, 19].

Euler je opazil, da je ta pogoj tudi zadosten in (v drugac¢ni terminologiji) dokazal

naslednji izrek [16, 19]:

Eulerjev izrek, kdaj imamo Eulerjev graf:

Naj bo G povezan graf. Potem je G Eulerjev graf natanko takrat, ko ima vsako
vozlisce G sodo stopnjo — EULERJEV IZREK.

Dokaz za ta izrek lahko bralec zasledi v literaturi [16, 19]. Zato si v nadaljevanju raje
poglejmo algoritem, s katerim je mogoce izvesti konstrukcijo Eulerjevega obhoda,

takoimenovani Fleuryjev algoritem [16, 19].

Fleuryjev algoritem za konstrukcijo Eulerjevega obhoda:

Ce je G Eulerjev graf, potem lahko vedno izvedemo naslednje korake in dobimo

Eulerjev obhod grafa G. Algoritem poteka takole [16, 19]:

1. KORAK: Izberemo zacetno vozlisce.

2. KORAK: Preckamo poljubno povezavo, most izberemo le v primeru, kadar ni na voljo
nobene druge povezave.

3. KORAK: Prehojeno povezavo odstranimo. Prav tako odstranimo vsa vozlisca, ki so
postala izolirana.

4. KORAK: Koncamo, ko ni nobene povezave vec.
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Algoritem je sorazmerno preprost. Bistveno je, da na vsakem koraku uporabimo most le
kot zadnjo moZnost izhoda. Ce namre¢ prehitro uporabimo most, se ne moremo vec

vrniti v komponento, ki smo jo pravkar zapustili.

Primer:

Fleuryjev algoritem lahko ponazorimo na primeru na sliki 28 na grafu (A), kjer
poskuSamo poiskati Eulerjev obhod grafa [16, 19]. ZacenSi v u, lahko izberemo
povezavo ua, potem pa ab. Ko odstranimo ti dve povezavi (in izolirano vozlis¢e a),
dobimo graf (B). Povezave bu seveda Se ne smemo uporabiti, ker je most, zato
izberemo povezavo bc, potem pa Se cd, de in eb. Odstranimo vse uporabljene
povezave (in vozli$¢a c, d in e), pri ¢emer dobimo graf (C). Zdaj izberemo povezavo
bu, ki je prej nismo smeli izbrati, saj je bila most. Prehodimo Se cikel ufghiu in

zaklju¢imo. Eulerjev obhod se torej glasi: u-a-b-c-d-e-b-u-f-g-h-i-u.

(A) (B) ©

Slika 28: Primer uporabe Fleuryjevega algoritma

4.1.1 Problemi Eulerjevega tipa

4.1.1.1 Poleulerjevi grafi

Vrnimo se k problemu preckanja sedmih mostov. Denimo, da bi meScCane Se
vedno zanimal sprehod, ki bi preckal vsak most natanko enkrat, vendar ne bi vec

vztrajali, da se mora sprehod vrniti v zacetno vozliSce.

Tedaj bi imeli opravka s takoimenovanim odprtim sprehodom, ki je sprehod, pri

katerem sta zacetno in kon¢no vozlis€e razli¢ni. Odprt sprehod, na katerem so
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vse povezave grafa, pa imenujemo Eulerjev sprehod. Tako pridemo do naslednje

definicije [16, 19].

Definicija za poeulerjev graf:

Povezan graf je poleulerjev, ce obstaja odprt sprehod, na katerem so vse

povezave grafa G (poleulerjev sprehod).

Podajmo Se naslednji izrek [16, 19]:
Izrek:

Naj bo G povezan graf. Potem je G poleulerjev graf natanko tedaj, ko ima G

natanko dve vozlisci lihe stopnje.

4.1.1.2 Problem kitajskega poStarja

Pomemben problem je problem kitajskega poStarja, katerega smo na kratko spoznali Ze v
zaCetku poglavja 4. Problem se je pojavil v razlicnih preoblekah in ga je leta 1962

formuliral Meigu Guan iz Kitajske.
Problem kitajskega poStarja se glasi takole (1. formulacija) [16, 19]:

Postar Zeli razdeliti posto vzdolZ vseh ulic svojega rajona in se vrniti na postni urad.

Kaksno pot naj izbere, da bo prehodil najmanjso mozZno razdaljo?

Ce postarjevemu rajonu po nakljuéju ustreza Eulerjev graf, potem s problemom ni teZav.
Postar enostavno izbere Eulerjev obhod (uporabljajo¢ Fleuryjev algoritem, ce je
potrebno), in tak obhod bo gotovo imel najmanjSo mozZno dolzino. V praksi seveda mora
postar obicajno nekatere dele ulic prehoditi veCkrat in Zeli ¢im bolj skrajSati skupno
dolzino teh delov. Podobni problemi so se pojavili tudi v drugih kontekstih. Tak primer je

W W

obsezna Studija o poteh plugov za ciScenje snega pred leti v Ziirichu [16]. Ker je

Vv v

obratovanje plugov za CiS¢enje snega drago, je bilo potrebno nacrtati obhode tako, da bi
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¢im manj ulic Cistili po veckrat zapored. Tudi druga mesta so Ze zacela s podobnimi

raziskavami za optimiranje pometanja in ¢iS¢enja ulic [16].

S pojmom uteZenih grafov smo se srecali Ze v poglavju 2. UteZen graf je graf, v katerem
je vsaki povezavi prirejeno pozitivno Stevilo, ki ga imenujemo uteZ. Kitajski problem

postarja lahko z besednjakom uteZenih grafov definiramo takole [16, 19]:

Problem kitajskega postarja se glasi (2. formulacija):

Poisci zaprt sprehod z najmanjso skupno teZo, na katerem je vsaka povezava grafa

vsebovana vsaj enkrat.

Splosna resitev problema kitajskega postarja je algoritem, v katerem kombiniramo ideje
Fleuryjevega algoritma in algoritma za iskanje najkraj$ih poti [16, 19]. Ce je graf
poleulerjev, lahko postopamo takole: med vozlis¢ema lihe stopnje dodamo povezavo, ki
ji damo uteZ, enako dolZini najkrajSe poti med njima. V dobljenem grafu poisc¢emo
Eulerjev obhod. Resitev problema kitajskega poStarja na prvotnem grafu dobimo tako, da
dodano povezavo zamenjamo s povezavami ene od najkrajSih poti. Povezave na tej
najkrajsi poti bodo na postarjevem obhodu nastopale po dvakrat.

Za grafe z ve¢ kot dvema vozliS¢ema lihe stopnje lahko metodo priredimo tako, da
dodamo najkrajse poti med temi vozli§éi [16, 19]. Ce Zelimo poiskati optimalno reSitev za
problem kitajskega poStarja, moramo med vsemi pari vozliS¢ lihe stopnje poiskati
najkrajSe poti. Tako dobimo poln uteZen graf na 2k vozliS¢ih. (Za vozliS§¢a vzamemo
vozli§¢a originalnega grafa lihe stopnje, za uteZi povezav pa dolZine najkrajSih poti med
njimi.) ISCemo k povezav tega grafa, ki ’pokrijejo” vsa vozliS¢a, in na katerih je vsota
utezi minimalna. Takemu naboru povezav reCemo minimalno popolno prirejanje [16,

19].

V nadaljevanju si poglejmo primer, na katerem bomo osvetlili problematiko reSevanja

problema kitajskega postarja [16, 19].
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Primer:

Za dani graf na sliki 29 poiS¢i reSitev problema kitajskega poStarja.

(a) (b)

evwe

v

2. Med vozliS¢ema v in w poiS¢i pot z najmanjso tezo, to je pot v-b-c-w.

3. Skupna teZa te poti je: 1+2+3 = 6.

4. Podvoji vsako od povezav na tej poti. Tako pridemo do Eulerjevega grafa (b).

5. Pois¢i Eulerjev obhod na tem grafu. Ce uporabimo Fleuryjev algoritem, dobimo npr.
naslednji rezultat: a-b-v-d-c-v-b-c-b-w-c-w-a.

6. Edine povezave, ki smo jih uporabili dvakrat, so povezave na poti v-b-c-w.

V nadaljevanju si poglejmo Se en primer, na katerem bomo osvetlili problematiko

reSevanja problema kitajskega postarja [16, 19].

Primer:

Za dani graf na sliki 30 poiSci reSitev problema kitajskega postarja.

2 o]
= z

N
=

N
N

a.)
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b.)

Slika 30: 2. primer reSevanja problema kitajskega poStarja

Resitev se glasi takole (graf (a) vsebuje 4 vozliSca lihe stopnje, oznake vozliS¢ so podane
na grafu b)):

1. Poisci v grafu (a) vozlisca lihe stopnje, to so vozlis¢a a, i, j in d (3 stopnje).

2. Med temi vozli$¢i poiSci poti z najmanjSo teZo, to so poti s skupnimi teZzami: d(a,i) = 3,
d(a,j) =4, d(ad) =35, d(ij) =2 d(id) =4, d(j,d) = 3.

3. Izmed 4 vozlis€ a, 1, j in d moramo izbrati pol manj, to je dve dodatni poti z najmanjSo
tezo. Izberemo poti med a in i ter med j in d (skupna dolZina teh dveh poti je 6), s Cimer
pokrijemo vsa vozlis¢a (a, i, j, d), pri katerih je vsota uteZi povezav minimalna.
Optimalen obhod bo imel strosek enak vsoti vseh uteZi vseh povezav originalnega grafa
(29), ter dodatni utezi dodatnih dveh poti (6). Skupni stroSek obhoda bo torej 29+6=35.

4. Podvoji vsako od povezav na obeh dodatnih poteh. Tako pridemo do grafa (b) na sliki
30.

5. Pois¢i Eulerjev obhod na tem grafu. Ce uporabimo Fleuryjev algoritem, dobimo npr.

naslednji rezultat: a-b-c-d-e-c-f-b-g-a-h-i-g-f-j-k-f-e-k-1-d-e-f-j-i-g-a.

4.2 Hamiltonovi grafi

Hamiltonovi grafi so tisti grafi, pri katerih obstaja cikel, ki gre skozi vsa vozli§¢a grafa

[16, 19]. Znaclilna problema, ki sta lahko predstavljena v smislu Hamiltonovih ciklov, sta
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problem Sahovskega konja in problem trgovskega potnika, ki smo ga omenili Ze na
zaCetku poglavja 4. V tem problemu je potrebno poiskati takSno pot, ki obis¢e vsako
vozli§¢e natanko enkrat in se vrne na zaetno vozliSCe. Pri tem mora pot pokrivati
najkrajSo mozno skupno razdaljo, kar z drugimi besedami pomeni, da je potrebno najti

minimalno - uteZeni Hamiltonov cikel v grafu [16, 19].

4.2.1 Potrebni in zadostni pogoji za hamiltonskost grafov

Ugotoviti, ali je nek graf Hamiltonov ali ne, ni tako preprosto kot pri Eulerjevih grafih.
To pomeni, da ne poznamo nobenega takSnega pogoja, kot npr. velja Eulerjev izrek za
Eulerjeve grafe. Iskanje potrebnih in zadostnih pogojev za hamiltonskost grafa je

pomembno podro¢je proucevanja v danasnji teoriji grafov [16, 19].

Zato je smiselno preucevati zgolj tiste razlicne vrste razredov grafov, ki so gotovo

Hamiltonovi. Na primer: ocitno je, da so cikli C, (glej sliko 14) Hamiltonovi grafi za vse
vrednosti n. Tudi polni grafi K, (glej sliko 13) so Hamiltonovi, e je n > 3. Ce npr.

vozlis¢a oznac¢imo z 1, 2, ..., n, potem je Hamiltonov cikel gotovo 1-2-3-... -n [16, 19].

Ce vzamemo Hamiltonov graf in mu dodamo nekaj povezav, potem je dobljeni graf Se
vedno Hamiltonov, saj lahko uporabimo isti Hamiltonov cikel kot pri prvotnem grafu.
Torej je za grafe z veliko povezavami ali velikimi stopnjami vozli§¢ bolj verjetno, da
bodo Hamiltonovi, kot za grafe z manj povezavami ali majhnimi stopnjami vozli§¢. To
trditev lahko povemo bolj natan¢no na razli¢ne nacine. Dva najpomembnejSa sta zadostna

pogoja G.A. Diraca in O. Oreja, objavljena leta 1952 in 1960 [16, 19].

Diracov izrek za ugotavljanje Hamiltonskosti grafa

Naj bo G enostaven graf z n vozlisci in n > 3. Ce je st(v) >— za vsako vozlisce v, potem

oS

je G Hamiltonov graf.
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Orejev izrek za ugotavljanje Hamiltonskosti grafa

Naj bo G enostaven graf z n vozliséi in n > 3. Ce je st(v) + stw) > n za vsak par

nesosednjih vozlis¢ v in w, potem je G Hamiltonov graf.

Uporaba doti¢nih izrekov je ponazorjena na grafih, ki so prikazani na sliki 31 [16].

(a) (h)

Slika 31 Primer dveh grafov (Diracov in Orejev izrek)

Iz slike 31 je razvidno, da je v grafu (a) Stevilo vozliS¢ n = 6 in stopnja st(v) = 3 za vsako
vozli§¢e v, zato je ta graf gotovo Hamiltonov po Diracovem izreku. V grafu (b) jen =35,
toda v vozlis€u u je stopnja st(u) = 2, zato Diracovega izreka ne moremo uporabiti.
Vendar pa po drugi strani velja, da je je st(v) + st(w) > 5 za vse pare nesosednjih vozlis¢
v in w (pravzaprav za vse pare vozliS¢ v in w), zato je graf gotovo Hamiltonov po

Orejevem izreku [16, 19].

4.2.2 Problemi hamiltonskega tipa

V nadaljevanju si bomo pogledali, kaj so to Polhamiltonovi grafi, ter se nekoliko pobliZe

seznanili s problemom trgovskega potnika, ki smo ga omenili Ze na zaetju poglavja 4.

4.2.2.1. Polhamiltonovi grafi

Kot pri Eulerjevih grafih, poskusamo tudi tukaj uporabiti sorodne ideje in rezultate [16,

19].
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Definicija Polhamiltonovih grafov

Polhamiltonovi grafi so tisti grafi, v katerih obstaja pot (ne pa cikel!), ki obisce vsako

vozlisce natanko enkrat. Tako pot obicajno imenujemo Hamiltonova pot.

V sploSnem velja, da ni nobenega generalnega kriterija, ki bi testiral, ¢e je dani graf

polhamiltonovega tipa.

4.2.2.2 Problem trgovskega potnika

Problem trgovskega potnika je verjetno najbolj raziskovan problem kombinatori¢ne
optimizacije. Razlog za tako veliko zanimanje seveda ni samo v tem, da bi bilo raunanje
optimalnih poti tako pomembno za trgovske potnike. Zanimivo in morda presenetljivo je,
da lahko enakovredne naloge najdemo tudi v mnogih drugih problemih, v¢asih pri zelo

razliénih kontekstih.

Problem trgovskega potnika se glasi [16, 19]:
Trgovski potnik Zeli obiskati nekaj mest in se vrniti v svoje mesto, tako da bo vsako mesto
obiskal natanko enkrat. Pri tem naj bo skupna prevoZena razdalja najkrajsa moZna.

Katero pot naj izbere, ce pozna vse razdalje med mesti?

Naceloma lahko tovrsten problem reSimo s pregledom vseh moZnih ciklov in izbiro
tistega z najkraj$o skupno razdaljo. Ce imamo na primer pet mest A, B, C, D in E in &e so
razdalje med njimi takSne kot na sliki 32, potem mora trgovski potnik iz mesta A obiskati
mesta v zaporedju A-C-B-D-E-A (ali v obratnem vrstnem redu A-E-D-B-C-A), s skupno
razdaljo 14 [16, 19].
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Cc
Slika 32: Problem trgovskega potnika

Ce uteZi v grafu ne pomenijo razdalj, ampak &as ali stroske, potrebne za potovanje, potem
dobimo resitev problema trgovskega potnika tako, da pois¢emo cikel z najmanjSim ¢asom

ali stroski [16, 19].

Ko pa se Stevilo mest poveca, hitro zabredemo v tezave, saj ni znan algoritem, ki bi dal
enostavno in hitro reSitev problema. Iskanje optimalne reSitve namre¢ naceloma zahteva
pregled vseh moznih poti in izbiro najkrajSe, kar uvr§¢a tovrsten problem med
takoimenovane NP-teSke probleme [16, 19]. ReSitev je na takSen nacin Se mogoce najti v
razumnem c¢asu za primere z npr. desetimi mesti, saj je takrat Stevilo vseh moznih ciklov
9! = 362880. Tedaj bo racunalnik, ki lahko pregleda milijon poti na sekundo, naSel
optimalno reSitev v cca. 0.36 sekunde. Po drugi strani pa za 20 mest obstaja Ze okoli
1.22-10" moZnih poti in ratunalnik bi za reSitev pri isti hitrosti pregledovanja potreboval

skoraj 4000 let! [19].
Zato se moramo obic¢ajno zadovoljiti s pribliznimi reSitvami. To pa nas pripelje do
obravnave algoritmov, s katerimi izraCunarno zgolj priblizne reSitve, ter do metod za

ocenjevanje vrednosti optimalne resitve.

Natan¢na formulacija problema trgovskega potnika bi se glasila takole: poiskati zZelimo

cikel z najmanjSo uteZjo, ki obiS¢e vsako vozlis¢e (Hamiltonov cikel z najmanjSo uteZzjo).
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Seveda pri tem privzamemo, da je dani uteZeni graf Hamiltonov, ali pa imamo opravka z

uteZenim polnim grafom [16, 19].

Zanimivo je primerjati ta problem s problemom kitajskega poStarja, ki ga lahko
razumemo kot Eulerjev analogon tega problema. Pri poStarju ni nobenih tezav, saj Ce je
graf Eulerjev, enostavno poiS¢emo Eulerjev obhod s Fleuryjevim algoritmom in
katerakoli dobljena reSitev je Ze reSitev problema. Tudi, ¢e graf ni Eulerjev, obstaja
standardni algoritem, s katerim lahko poiS¢emo primeren najkrajsi sklenjen sprehod. Pri
problemu trgovskega potnika pa privzamemo, da je graf Hamiltonov, vendar lahko
obstaja ve¢ Hamiltonovih ciklov z razli¢nimi utezmi. Zato potrebujemo algoritem, s
katerim lahko poi$¢emo Hamiltonov cikel z najmanj¥o uteZjo. Zal pa ne poznamo
nobenega takSnega algoritma. Zato je Se posebej pri velikem Stevilu vozlis¢

najprimerneje, da poiskusamo poiskati le priblizne resitve [19].

4.3 Primeri problemov Eulerjevega in Hamiltonovega tipa

4.3.1 Problem razporejanja opravil

Nekaj neodvisnih opravil je potrebno izvesti na enem ra¢unalniku. Opravila so zapleteni
racunalniSki programi, zato je potrebno pred vsakim opravilom nastaviti racunalnik
posebej za vsako opravilo. Na zacetku je racunalnik pripravljen za izvajanje enega od
opravil in na koncu mora biti nastavljen v enako stanje kot na zaGetku. Ce so stroski za
nastavitev odvisni od zaklju¢enega in zacetega opravila, nas zanima, kako je potrebno
razporediti izvajanje opravil, da bodo skupni stro$ki najmanjSi? Povezavo med tem
problemom in problemom trgovskega potnika lahko vidimo, ¢e si problem predstavimo
graficno. Pri problemu trgovskega potnika nariSemo utezen graf, v katerem vozlis¢a
ustrezajo mestom, ki jih mora potnik obiskati, povezave ustrezajo cestam med mesti,
uteZi na povezavah pa razdaljam med mesti. Pri problemu razporejanja opravil pa

nariSemo uteZen poln graf, v katerem vozliS¢a ustrezajo opravilom, povezave povezujejo
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opravila, utezi pa ustrezajo stroSkom nastavitve racunalnika pri ustreznem paru opravil

[16].

4.3.2 Problem trgovskega potnika pri obhodu slovenskih mest

Poiskati je potrebno reSitev za problem trgovskega potnika pri obhodu slovenskih mest,

prikazan v obliki grafa na sliki 33 [19].

Celovec dravograd
6l

Maribor
Jesenice

Boveco

ldrija 30 Logalec

Slika 33: Problem trgovskega potnika pri obhodu slovenskih mest

Resitev, ki jo dobimo z enim izmed algoritmov za reSevanje problema trgovskega potnika

(glej poglavje 8.), se glasi [19]:

Maribor -Dravograd - Celovec - Jesenice - Bovec - Idrija - Logatec - Ljubljana - Skofja

Loka - Kranj - Kamnik - Celje - Maribor. Pri tem se prepotuje pot v dolZini 550 km.

4.3.3 Primer uporabe Fleuryjevega algoritma

Z uporabo Fleuryjevega algoritma pois$¢i Eulerjev obhod za graf na sliki 34, za¢ni z

odstrantvijo povezav u-v in v-z [16, 19].
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Slika 34: Primer uporabe Fleuryjevega algoritma

Ce na sliki 34 odstranimo povezavi u-v in v-z, dobimo graf na sliki 35.

v L

7 y

Slika 35: Odstranitev povezav u-v in v-z

ReSitev:

1. Na sliki 35 najprej odstranimo povezavo z-t. Povezave u-z namre¢ ne smemo
odstraniti, saj je most.

2. Nato odstranimo povezavo v-t, nato v-w in izolirano vozlisce v.

3. Odstranimo $e povezavo w-y, pri ¢emer pridemo do slike 36.
-

z y
Slika 36: Graf z odstranjenimi povezavami

4. Sedaj ne smemo odstraniti povezave y-z, ker je most. Zato raje prehodimo cikel y-t-w-

X-y in se vrnemo po povezavah y-z in z-u (ker ni druge moznosti) v izhodis¢e. Eulerjev

obhod se torej glasi: u-v-z-t-v-w-y-t-w-x-y-z-u.
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4.3.4 Primer dolocanja, ce gre za Eulerjeve oz. Hamiltonove grafe

Doloci, kateri od naslednjih grafov so Eulerjevi ali Hamiltonovi ali oboje in zapiSi

Eulerjev obhod ali Hamiltonov cikel, kjer je to mogoce [16].

A A A B A
£ B i"' §
. D E
@
B D I D C & F B

( (a) (b) (c) (d)

A B A B C C
LA =
c D E D £ F B

(e) (f) (8)

Slika 37: Primeri grafov

Resitev je podana na sliki 38.
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Eulerjev graf Eulerjev obhod

ni L
je ABCDEACEBDA
i i
je ABCADCFBEFDEA
ni L
i

ni

Harmltonov graf Hamultonov cikel
je ABCDA
je ABCDEA
je ABCDHGFEA
je ABCDFEA
ni i

je ADBECFA

je ACDBA

Slika 38: Resitev za primere grafov na sliki 37.

4.3.5 Primer problema kitajskega postarja

Za dani graf na sliki 39 poisc¢i reSitev problema kitajskega poStarja [16, 19].

Slika 39: Primer reSevanja problema kitajskega poStarja

Resitev se glasi:

1. PoiSci v grafu vozlisc¢a lihe stopnje, to sta vozliS¢i b in ¢ (3 stopnje).

2. Med tema vozliS¢ama poiS¢i poti z najmanjSo tezo, to je pot (b-e-d-c) s skupno tezo:
d(b,c) =3+2+1 = 6.

3. Podvoji vsako od povezav na tej poti. Tako pridemo do grafa na sliki 40.
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Slika 40: Podvojitev povezav na dodatni poti

4. Pois¢i Eulerjev obhod na tem grafu. Ce uporabimo Fleuryjev algoritem, dobimo npr.

naslednji rezultat: a-b-c-d-e-d-c-e-b-e-a, kjer je skupna dolZina poti enaka 27.

4.3.6 Primer problema trgovskega potnika v Londonu

Trgovski potnik je doma iz Londona. Katero pot naj izbere, da bo obiskal vsa 4 mesta na

sliki 41 in pri tem naredil najkrajSo pot, pri ¢emer naj bo izhodis¢e mesto Leeds.

London 116 Birmingham
184 110
Manchester 4] Leeds

Slika 41: Primer problema trgovskega potnika iz Londona

ReSitev:

Pri resitvi bomo uporabili metodo najblizjega soseda (glej poglavje 8.). Trgovski potnik
najprej pogleda, katera izmed razdalj do mest (Manchester, Birnigham in London) je
najkrajSa. Ocitno je to razdalja do Manchestra, zato se zapelje tja. Ponovno pogleda,
katera razdalja do mest (London, Birmingham) je najkrajSa. Ocitno je to razdalja do
Birminghama, zato se zapelje tja. Odtod mu preostane le Se pot do Londona, ter povratek
nazaj do Leedsa. Optimalna reSitev je torej: Leeds - Manchester - Birmingham - London -

Leeds, v skupni dolzini 431 dolZinskih enot.
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4.3.7 Primer problema trgovskega potnika v deZeli Kombinatorija

Kralj deZele Kombinatorija se je odlocil, da bo obiskal podloZznike, ki Zivijo v Stirih
najvec¢jih mestih kraljevine. Njegova palaca je v mestu A, ostala mesta so B, C, D in E

(glej sliko 42). Kako mora potovati, da bo potovanje najkrajse?

Slika 42: Primer problema trgovskega potnika iz Kombinatorije

Pri reSitvi bomo znova uporabili metodo najbliZjega soseda. Kralj najprej pogleda, katera
izmed razdalj do mest (B, C, D, E) je najkrajSa. Oc¢itno je to razdalja do mesta E (20),
zato se zapelje tja. Ponovno pogleda, katera razdalja do mest (B, C ,D) je najkrajsa.
Ocitno je to razdalja do mesta C (30) , zato se zapelje tja. Odtod mu preostane le Se pot
do mest B ali D, zato se zapelje do bliZjega mesta, to je mesta B (50). Odtod pa mu
preostane le Se pot do mesta D (80) in povratek nazaj do mesta A (80). Optimalna reSitev

je torej: A-E-C-B-D-A , v skupni dolzini 20+30+50+80+80 = 260 dolzinskih enot.
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S DREVESA

Drevesa so v mnogih pogledih najenostavnej$i netrivialni primeri grafov in imajo nekaj
lepih lastnosti. Ko poskuSamo v teoriji grafov dokazati kak sploSen rezultat ali preveriti
kakSno hipotezo, je v€asih prikladno zaceti s poskusom dokaza ustrezne lastnosti za
drevesa. Obstaja kar nekaj hipotez, ki niso bile dokazane za sploSne grafe, vendar pa je

znano, da veljajo za drevesa.

5.1 Karakteristi¢ne lastnosti dreves

Drevo je povezan graf brez ciklov. V naslednjem izreku je danih Sest enakovrednih
trditev. Vsaka opisuje eno od karakteristi¢nih lastnosti dreves, zato bi lahko katerokoli

uporabili za definicijo [16, 19].

Izrek za drevo:

Naj bo T graf z n vozlis¢i. Naslednje trditve so ekvivalentne:

a. Graf T je povezan in brez ciklov.

b. Graf T je povezan in ima n - / povezav.

c. Graf T ima n - I povezav in nobenega cikla.

d. Graf T je povezan in vsaka povezava je most.

e. Vsak par vozlis¢ grafa T je povezan z natanko eno potjo.

f. V grafu T ni nobenega cikla. Ce dodamo katerokoli povezavo, dobimo natanko en

cikel.

Definicija za vpeto drevo:

Naj bo G povezan graf. Vpeto drevo v G je podgraf grafa G, na katerem so vsa vozli§¢a

grafa in je drevo. Povezave drevesa imenujemo veje.

Na sliki 43 je graf, ob njem pa eno izmed njegovih vpetih dreves.
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Slika 43: Graf in eno izmed njegovih vpetih dreves

Slika 44 pa prikazuje graf in tri izmed njegovih vpetih dreves [16].

v W L W r W r W
2 ¥ X z ¥y X I ¥ X FM}.—:

graf G vpeto drevo vpeto drevo vpeto drevo

Slika 44: Graf in tri izmed njegovih vpetih dreves

V vsakem povezanem grafu G lahko najdemo vpeto drevo z uporabo ene od naslednjih

dveh metod [16, 19].

Metoda odstranjevanja. [zberemo si katerikoli cikel v G in odstranimo eno od povezav
cikla (ce v G ni nobenega cikla, potem je G sam sebi vpeto drevo), ter opazujemo
preostale cikle. Postopek ponavljamo, dokler ni nobenega od preostalih ciklov vec.

Dobljeni graf je vpeto drevo.

Tako na primer lahko v grafu na sliki 44 (ki ima 5 ciklov) odstranimo povezave:
vy (ki npr. pretrga cikel v-w-y-v) - ostanejo 3 cikli,

yz (ki npr. pretrga cikel v-w-y-z-v) - ostane en cikel, ter

xy (ki pretrga edini preostali cikel w-x-y-w) - ni ve€ ciklov.

Tako dobimo drugo izmed vpetih dreves na sliki 44.

Metoda konstrukcije. Po vrsti izbiramo povezave G tako, da ne dobimo nobenega cikla.
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Ponavljamo, dokler nismo vkljucili vseh vozlis¢. Na ta nain ne ustvarimo nobenega

cikla, in dobimo vpeto drevo.

Tako na primer lahko v grafu na sliki 44 izberemo povezave: v-z, w-X, X-y in y-z, pri

¢emer dobimo prvo izmed vpetih dreves na sliki 44.

5.2 Centri in centroidi dreves

Ko dokazujemo trditve v zvezi z drevesi, pogosto zatnemo v sredini drevesa in se
pomikamo navzven. Tak pristop je uporabil Arthur Cayley leta 1870, ko je Stel Stevilo
kemijskih molekul z dano formulo tako, da jih je gradil korak za korakom [16]. V
novejSem Casu so v racunalniStvu uporabili koncept uravnotezenega drevesa. Tu gradimo
drevo tako, da so razlicna poddrevesa, ki se nadaljujejo iz vsakega vozliS¢a
"uravnoteZena", kar pomeni, da imajo (vsaj priblizno) enako Stevilo vozliS¢ [16, 19].
Seveda nas zanima, kaj to sploh pomeni sredina drevesa? Za nekatera drevesa je to

enostavno definirati, kot npr. na sliki 45.

-~
L

Slika 45: Trivialne sredine dreves

Po drugi strani pa ni tako trivialno lahko dolo€iti npr. sredini dreves, predstavljenih na

sliki 46.
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Slika 46: Netrivialne sredine dreves

Sredino drevesa lahko definiramo na ve¢ nainov. V nadaljevanju sta predstavljena dva

nacina za dolocCitev sredine drevesa [16, 19].

Metoda 1 za doloditev centra drevesa:

Odstranimo vsa vozlisca stopnje 1, skupaj s povezavami, ki jih imajo za krajisce. To
ponavljamo tako dolgo, dokler ne dobimo ali enega vozlisca (imenovanega center) ali

dveh vozlis¢ (imenovanih bicenter) .

Primer uporabe metode 1 je za primer centra drevesa predstavljen na sliki 47.

Slika 47: Dolo¢anje centra drevesa s 1. metodo

Primer uporabe metode 1 je za primer bicentra drevesa predstavljen na sliki 48.

Slika 48: Dolocanje bicentra drevesa s 1. metodo
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Na drevesu ve¢ kot dveh vozliS¢ v srednini (centru) ne more biti. Na sliki 49 je prikazan

Se en primer centriranega drevesa s centrom e in bicentriranega drevesa s centrom b-c.

A%

Slika 49: Centrirano in bicentrirano drevo

Metoda 2 za dolocitev centra drevesa:

Za vsako vozlisce v stopnje 2 ali vec prestejemo Stevilo vozlis¢ v vsakem od poddreves, ki
izhajajo iz v (izoliranih vej ne upostevamo!). Naj bo n, najmanjse od teh Stevil. Dokazati

se da, da za drevo z n vozlis¢i velja: ali obstaja samo eno vozlisce v, za katero je

v

n Sz(n—l) (centroid) ali pa obstajata dve sosednji vozliS¢i v in w, za kateri je

n :n,:%(n) (bicentroid).

Centroid ali bicentroid si lahko predstavljamo kot "teziS¢e" drevesa [16, 19]. Drevo s
centroidom imenujemo centroidno drevo, drevo z bicentroidom pa bicentroidno drevo.
Vsako drevo je centroidno ali bicentroidno, oboje hkrati pa ne more biti. Primer

bicentroidnega drevesa je prikazan na sliki 50.

eb

& 4 4t - &
a U e

®d

Slika 50: Bicentroidno drevo
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Iz slike 50 je razvidno, da velja naslednje: n. = 4, n, = 4, ny =5 in n, = 6. Ker je

(n)= %(8) =4, je doti¢no drevo bicentroidno z bicentroidom c-e.

Slika 51: Centroidno drevo

Iz slike 51 je razvidno, da velja naslednje: n, = 6, n. = 5, ng = 3 in ny = 5. Ker je

n,<—(n-1)= l(8 —1)=3.5, je doti¢no drevo centroidno s centroidom d.
2

o | =

5.3 Pregledovanje dreves

Pogosto se znajdemo pred nalogo, ki od nas zahteva, da sistemati¢no iS¢emo po dani
drevesni strukturi. Tako je racunalniSka datoteka vcasih organizirana kot drevesna
podatkovna struktura, posebno kadar uporablja spomin z direktnim dostopom (RAM,
random-access memory). V takem primeru potrebujemo metodo za sistemati¢no iskanje
po drevesu, kadarkoli potrebujemo dolofen del informacije. To pogosto pomeni
pregledovanje vseh delov drevesa, dokler ne najdemo iskanega vozliS¢a ali povezave. Da
se 1zognemo nepotrebnemu zapravljanju ¢asa in racunalniskih zmogljivosti, potrebujemo
tehniko iskanja, ki bo zagotovo obiskala vsak del drevesa, ne da bi se prevecCkrat

zadrzevala pri kakSnem vozliScu.

Obstajata dve dobro znani metodi pregledovanja, ki se razlikujeta v vrstnem redu
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obiskovanja vozli§¢ [16, 19]. Obi¢ajno ju imenujemo pregledovanje v globino (DES,
depth-first search) in pregledovanje v Sirino (BFS, breadth-first search) [16, 19]. Pri vsaki
od teh metod zapisujemo seznam Ze obiskanih vozli§¢ drevesa in oznacimo, v katero
smer je bila povezava Ze uporabljena. Metodi se razlikujeta samo v nacinu, kako

konstruirata zaporedje obiskanih vozliS¢.

5.3.1 Pregledovanje drevesa v globino

Osnovna ideja pregledovanja v globino je prodiranje kar se da v globino, preden se pot

pregledovanja razveji [16, 19].

Primer:

OpiSimo postopek na drevesu na sliki 52.

h

Slika 52: Drevo T

Zacnemo v vozliS€u a. Izberemo poljubno sosednje vozliS¢e, recimo vozlis¢e f. V
naslednjem koraku izberemo poljubnega soseda vozlisca f, ki Se ni bil obiskan, na primer
h. V naslednjem koraku b1 izbrali poljubnega soseda vozliS¢a h, ki Se ni bil obiskan.
Vendar takega vozliS€a ni, zato se vrnemo nazaj v vozliS¢e f in pogledamo, ¢e je Se
kaksSno neobiskano sosednje vozliS¢e vozliSca f. Izberemo vozliS¢e g. Ker iz g ne moremo
nadaljevati v globino, se vrnemo v f'in nato v a. Vozli§¢e a ima neobiskane sosede, to sta
vozli§¢i i in b. Izberemo enega od njiju in nadaljujemo na opisan nacin. Tako dobimo
enega od moznih pregledov, ki je s puS¢icami oznacen na sliki 53. Ker smo vedno izbirali

enega od neobiskanih sosedov vozliS¢a, v katerem smo, je vecCkrat na voljo vec
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enakovrednih izbir in zato zaporedje obiskovanja vozliS¢ ni enoli¢no dolo¢eno.

a
\

e d

Slika 53: Drevo T z enim od pregledov v globino

Poglejmo si Se en primer pregledovanja drevesa v globino.

Primer:

Dano imamo drevo na sliki 54. Izvedi postopek pregledovanja v globino.

Slika 54: Drevo M

Resitev pregledovanja v globino izvedemo podobno kot v prejSnjem primeru. Ko
napredujemo, obiskana vozli§¢a po vrsti oSteviléimo. Pri izbiri, katero sosednjo toc¢ko
bomo izbrali, se denimo vedno odlo¢imo za najbolj levega prostega soseda, ¢eprav takSna

sistemati¢nost ni nujno potrebna. Dobimo rezultat, kot ga prikazuje slika 55.
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Slika 55: Oznaceno drevo M z enim od pregledov v globino

5.3.2 Pregledovanje drevesa v §irino

Osnovna ideja iskanja v S§irino je obiskati ¢im vec vozli§¢, preden se spustimo bolj
globoko v drevo. To pomeni, da obiS¢emo najprej vsa vozliS¢a, ki so sosednja trenutno

obravnavanemu vozli$€u, preden gremo globlje v naslednje vozlis¢e [16, 19].

Primer:

Opisimo postopek na drevesu na sliki 56.

9

Slika 56: Drevo T z enim od pregledov v Sirino

Zatnimo v vozliSéu a. Izberemo poljubno sosednje vozliS¢e, recimo vozlis¢e f. V

naslednjem koraku izberemo enega od preostalih sosedov vozliS¢a a, na primer i. V
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naslednjem koraku izberemo zadnjega od neobiskanih sosedov vozlisca a, torej b. Ker je
sosedov vozlis¢a a zmanjkalo, se premaknemo v prvo od vozliS¢, ki smo ga Ze obiskali,
vendar Se nismo pregledali vseh njegovih sosedov. V naSem primeru je to vozlisce f.
Izberemo enega od njegovih sosedov, na primer h. V naslednjem koraku izberemo
edinega preostalega neobiskanega soseda g in ker f nima ve¢ nobenega neobiskanega
soseda, se premaknemo nazaj v a in nato v naslednje vozliS¢e i in nadaljujemo s
pregledom sosedov. Postopek ponavljamo, dokler ne oStevil¢imo vseh vozlis¢. Na sliki
56 smo z oznakami v okvirckih oznacili enega od moznih zaporedij pregledovanja v
Sirino z zaCetkom v vozliS¢u a. Seveda je obiCajno na voljo ve¢ enakovrednih izbir
oznaCevanja zaporedja vozliS¢ in zato zaporedje obiskovanja vozliS¢ ni enoli¢no

doloceno.

Ce so vozli§¢a drevesa narisana v vodoravnih "nivojih" kot v danem primeru, potem pri
pregledovanju v Sirino vsaki¢ obiS¢emo vsa vozliS¢a enega nivoja, preden se
premaknemo za en nivo globlje. Zaporedje pregledovanja drevesa v S§irino je torej
usklajeno z razdaljami: vedno pridejo najprej na vrsto vozlis¢a na razdalji 1 od zaCetnega

vozlis¢a, potem vozli§¢a na razdalji 2 in tako napre;j.

5.3.3 Primer razlike med obema pregledovanjema drevesa

Poglejmo si Se en primer (glej sliki 54 in 58), kjer je razvidna razlika v oznaCevanju
vozlis¢, ¢e jih pregledujemo v Sirino ali v globino. Razlika v zaporedju oStevil¢enih

vozliS¢ je ocitna.
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iskanje v Sirino iskanje v globino

Slika 57: Primerjava iskanja v Sirino in iskanja v globino drevesa

5.4 Problem minimalnega vpetega drevesa

Probleme minimalno vpetega drevesa uvrS€amo med tipi¢ne probleme, ki se pojavljajo

pri takoimenovani optimizaciji mreZnih struktur [6].

Recimo, da Zelimo zgraditi sistem kanalov za izsuSevanje, ki naj bo povezan z danimi
lokacijami [16]. StroSki izgradnje in vzdrZevanja vsakega od moznih kanalov so znani
vnaprej, vemo pa tudi, da nekateri pari lokacij ne morejo biti neposredno povezani s
kanalom zaradi geografskih ali politi¢nih razlogov (na primer hribovit teren ali politi¢no
nestabilno podro¢je). Kako naj zgradimo sistem kanalov, ki bo povezoval vse lokacije s

¢im manjSimi stroSki (glej sliko 58)?

16
A Q8 4 — B
20
4 E
D e D
10 3

Slika 58: Primera sistemov kanalov za izsuSevanje
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Prakti¢nih primerov za nalogo minimalnega vpetega drevesa je veliko. Podobno kot o
kanalih za namakanje bi lahko premiSljali tudi o naftovodih, o komunikacijskih

povezavah (telefon, internet) ali o energetskem omreZju [16].
Nastejmo Se dva znacilna primera problemov minimalno vpetih dreves [6, 16]:
e Nacrtovanje sistema transportnih poti, ki bo povezal vse lokacije (vozlis¢a) s ¢im

manjSimi stroSki (stroski izgradnje in vzdrZevanja poti in vmesnih vozliS¢ ter
pripadajoce infrastrukture bodo najman;jsi).

e Nacrtovanje sistema opti¢nih kablov, ki bo povezal vsa vozlis€a z izhodiS¢em, pri
¢emer bo skupna dolZina kablov najmanjsa (slika 59).

Minimalno vpeto drevo

Izhodisce

Problem: npr. kako poloZiti minimalno dolZino opti¢nega kabla tako,
da so vsa vozlis¢a povezana z izhodis¢em?
56

Slika 59: Ilustracija problema nacrtovanja sistema opti¢nih kablov, ki bo povezal vsa
vozlis¢a z izhodiS¢em, pri cemer bo skupna dolZina kablov najmanjsa.

Problem minimalno vpetega drevesa lahko definiramo na naslednji nacin [6, 16]:

o Zelimo realizirati takSno omreZje, ki bo povezalo vsa vozlisc¢a grafa brez tvorjenja
zank, pri emer bo vsota povezav najkrajSa/najcenejsa.

Poiskati moramo torej takSen povezan podgraf z najmanjSo skupno uteZjo, na katerem so

vsa vozliS¢a grafa. Tak graf mora biti vedno vpeto drevo, saj ¢e bi podgraf vseboval
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cikel, bi lahko vedno zmanjsali stroSke z odstranitvijo ene od povezav cikla.

Primer:

Za dani graf poiS¢ite minimalno vpeto drevo (slika 60).

16 16
1 o B |- B
20 25 20
D e D —o (
0 0 ¢
graf najmanjse vpeto drevo

Slika 60: Primer grafa in njegovega minimalno vpetega drevesa

V tem primeru ima graf skupno utez 71. Odstranitev ene od povezav cikla BCD zmanjSa
skupno uteZ in nam da vpeto drevo. Oc¢itno dobimo vpeto drevo z najmanjSo utezjo, ¢e
odstranimo najdrazjo povezavo BC. Skupna utez dobljenega minimalno vpetega drevesa

paje 16 + 20 + 10 = 46.

V splosnem lahko za dani uteZeni graf poiS¢emo minimalno vpeto drevo s pomocjo
naslednjih dveh algoritmov [6, 16, 19]:
e Kruskalov algoritem, ter

® Primov algoritem.

V nadaljevanju sta predstavljena oba algoritma za sestavo minimalno vpetega drevesa.

5.4.1 Kruskalov algoritem

Kruskalov algoritem imenujemo tudi poZreSna metoda [16, 19]. Ime poZreSna metoda
zato, ker na vsakem koraku naredimo najbolj pozreSno potezo, ki je na voljo (izberemo

povezavo z najmanjSo utezjo), ne glede na to, kaj se dogaja drugje v grafu.
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Pri Kruskalovem algoritmu sestavimo minimalno vpeto drevo grafa G tako, da po vrsti
izbiramo povezave z nara$¢ajo¢imi utezmi in jih dodajamo v drevo, razen v primerih, ko
bi z njimi tvorili cikle (zanke). Algoritmi te vrste obi¢ajno niso uspesSni v praksi (zaradi
prevelike ¢asovne potratnosti na racunalnikih), uspesno pa delujejo, ¢e z njimi raCunamo

"pes" na majhnih grafih [6, 16].

Uporaba algoritma je predstavljena na primeru grafa na sliki 61.

Slika 61: Kruskalov algoritem na grafu

Najprej uredimo povezave po naraScajocih utezeh: ej, fk, dh (povezave z utezjo 0.5), ae,
ie, ij, bf, bc, gk, gl (povezave z utezjo 1), ai, be, bg, dg, hl (povezave z utezjo 1.5), cl, fl (z
uteZjo 2). Nato konstruirajmo vpeto drevo na vozlis¢ih V(G), pri ¢emer dodajajmo
povezave v prejSnjem vrstnem redu (po narasc¢ajoCih utezeh), razen Ce bi dodana
povezava povezala Ze povezani vozlis¢i. V dodajanju zaporedja povezav ej, fk, dh, ae, ie,
pridemo do povezave ij. Ce bi dodali ij, bi dobili cikel eij, zato povezave ij ne dodamo.
Nadaljujemo z bf, bc, gk, gl, izpustimo ai zaradi cikla aei, in nadaljujemo z dodajanjem
be, izpustimo bg, in dodamo dg. Dobili smo minimalno vpeto drevo s skupno utezjo 10.5
na sliki 62 (Povezav hl, cl in fl ne smemo dodati, saj bi dobili cikle). Kot je razvidno,
postopek dodajanja povezav vrSimo toliko Casa, dokler v konstruirano drevo ne
vklju¢imo vseh vozliS¢. Nadaljnje dodajanje povezav je nato nepotrebno in bi le tvorilo

nove cikle.
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Slika 62: Minimalno vpeto drevo, dobljeno s Kruskalovim algoritmom.

V nadaljevanju si bomo pogledali Se nekaj primerov, kako lahko za dane mreZe z uporabo
Kruskalovega algoritma uc¢inkovito in enostavno poiS¢emo minimalno vpeto drevo [6].

Primer 1:

Dana je naslednja mreza (graf) transportnih poti (slika 63). Pois¢ite minimalno vpeto
drevo s Kruskalovim algoritmom.

8
Slika 63: Primer grafa transportnih poti

Resitev

Najprej tvorimo na sliki 63 vse povezave (jih odebelimo!), ki imajo najniZjo utez, torej
utez 1, pri ¢emer dobimo sliko 64:
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* najprej utez 1!

Slika 64.: Tvorjenje povezav z utezjo 1

Nato tvorimo (dodamo oz. odebelimo) na sliki 64 vse povezave, ki imajo drugo najnizZjo
utez, torej utez 2. S tem dobimo sliko 65.

* nato utez 2!
Slika 65: Tvorjenje povezav z utezjo 2

Nato tvorimo (dodamo oz. odebelimo) na sliki 65 vse povezave, ki imajo tretjo najniZjo
uteZz, torej utez 3. S tem dobimo sliko 66:
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* nato utez 3!
Slika 66: Tvorjenje povezav z utezjo 3

Nato tvorimo (dodamo oz. odebelimo) na sliki 66 vse povezave, ki imajo Cetrto najnizZjo
utez, torej utez 4. S tem dobimo sliko 67.

* nato utez 4!
Slika 67: Tvorjenje povezav z utezjo 4

Nato tvorimo na sliki 67 vse povezave, ki imajo peto najniZjo utez, torej utez 5, pri Cemer
dobimo sliko 68.
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 zanka (zavrnemo)!

* nato utez 5!

Slika 68.: Tvorjenje povezav z utezjo 5

Ker bi doti¢na (dodana) povezava na sliki 68 tvorila zanko glede na Ze sprejete povezave,
JO zavrnemo.

Sledijo povezave z utezjo 6 (slika 69):

* nato utez 6!
Slika 69: Tvorjenje povezav z utezjo 6

Sledijo povezave z utezjo 7 (slika 70):
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Crtkano — zavrnemo (zanka!!)

8

* nato utez 7! (ker so vsa vozliS¢a povezana, konéamo)

Slika 70: Tvorjenje povezav z utezjo 7
Kot lahko vidimo na sliki 70, bi v tem primeru kar tri nove povezave z utezjo 7 (glej
¢rtkano!) tvorile zanke glede na Ze sprejete povezave, zato jih zavrnemo. Sprejmemo pa

cetrto povezavo (oznaceno s pus€ico na sliki 70), saj ta pa ne tvori zanke.

Ker smo Ze uspeli povezati vsa vozlis¢a na sliki 70, postopek konc¢amo (torej ni potrebno

obdelati Se uteZi 8 in 9, katerih povezave bi gotovo tvorile same zanke).

Minimalno vpeto drevo ima torej obliko, kot jo prikazujejo odebeljene Crte na sliki 71.
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Minimalno vpeto drevo je:

Skupna dolzina povezav je 31!
Slika 71: Minimalno vpeto drevo za primer grafa transportnih poti

Ce sestejemo uteZi vseh povezav na sliki 71, pridemo do njihove skupne dolZine 31. To je
minimalna skupna dolZina vseh povezav, ki jo lahko z nekim drevesom vpnemo v dani
graf.

Primer 2:

Dana je naslednja mreZa (graf) transportnih poti (slika 72.). Pois¢ite minimalno vpeto
drevo s Kruskalovim algoritmom.

Vi

V7
Slika 72: Primer grafa transportnih poti
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ReSujemo na popolnoma enak nacin kot v prejSnjem primeru. Pri tem pridemo do
minimalno vpetega drevesa z obliko, prikazano na sliki 73 (odebeljene Crte na sliki 73).

Minimalno vpeto drevo je: \VA|

V7 Skupna dolzina povezav je 27!

Slika 73: Minimalno vpeto drevo za primer grafa transportnih poti

Ce sestejemo uteZi vseh povezav na sliki 73, pridemo do njihove skupne dolZine 27. To je
minimalna skupna dolZzina vseh povezav, ki jo lahko z nekim drevesom vpnemo v dani

graf.

Primer 3:

Dana je naslednja mreza (graf) transportnih poti (slika 74). Pois¢ite minimalno vpeto
drevo s Kruskalovim algoritmom.

Slika 74.: Primer grafa transportnih poti
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Resitev:

Kot v prejSnjih primerih tvorimo povezave v posameznih fazah Kruskalovega postopka.
Pri tem gremo pri sliki 74. od povezav z nizjimi uteZmi do povezav z vi§jimi utezmi in
vselej pazimo, da ne tvorimo kakSne zanke. Slika 75. prikazuje posamezne faze
Kruskalovega postopka. Za¢nemo z najniZjo utezjo 2 (odebeljena ¢rta), ter nadaljujemo z
utezmi 4, 5 in 7. Ko pridemo do uteZi 8 in 9, njunih povezav ne upoStevamo, saj bi tvorili
zanko. Postopek sklenemo z utezjo 10, s ¢imer nam uspe povezati vsa vozliS¢a danega
grafa v minimalno vpeto drevo (odebeljene ¢rte na zadnji izmed slik na sliki 75.). Kot je

razvidno iz slike 75, je minimalna skupna dolZina vseh povezav minimalno vpetega

drevesa enaka 28.

Slika 75: Potek tvorjenja povezav minimalno vpetega drevesa v posameznih fazah
Kruskalovega postopka

5.4.2 Primov algoritem

Za programiranje na racunalniku je Primov algoritem primerne;jSi od Kruskalovega, saj se
pri slednjem izvaja potratno urejanje po nara$¢ajoCih uteZeh ter nenehno odkrivanje

morebitnih ciklov.
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Primov algoritem se glasi [16]:

Najmanjse vpeto drevo T povezanega uteZenega grafa G konstruiramo s postopkom:
1. Dodaj poljubno vozlisce v prazno drevo T.
2. Ponavljaj: dodajv T povezavo z najmanjso uteZjo, ki povezuje neko vozlisce iz T z

nekim vozliscem, ki Se ni v T.

Prednost Primovega algoritma je v tem, da lahko deluje neposredno na tabeli utezi
namesto na grafu [16]. Ce je graf velik, je zato metoda bolj primerna za programiranje.
Vse, kar moramo narediti, je, da zbriSemo vrstico tabele, kadarkoli ustrezno vozliSce
dodamo v T in potem pois¢emo najmanj$i element v stolpcih, ki ustrezajo Ze

postavljenim vozlis¢em v T. Metodo ponazorimo z naslednjim primerom [16].

Primer:

S pomoc¢jo Primovega algoritma pois¢i minimalno vpeto drevo za graf na sliki 76.

2N

Slika 76.: Graf, pri katerem bomo s Primovim algoritmom poiskali minimalno vpeto
drevo.

Najprej grafu na sliki 76 priredimo tabelo, ki je prikazana na sliki 77.
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A B C D E
Al- 6 8 2
B |6 5 8 6
Cld4 (3 - 9 4
218 8 9 < 3
ElL2 6 4 7 =~

Slika 77: Tabela uteZi, ki jo priredimo grafu

Kot je razvidno iz tabele 77, smo na njej vpisali uteZi, s katerimi so povezana posamezna

vozliS¢a grafa na sliki 76. Ce doloceni vozliS¢i nista povezani (ali pri primerjavi vozliS¢a

s samim seboj), pa smo to ustrezno oznacili z znakom '-'.

Najprej izberemo katerokoli vozlisce grafa na sliki 76, denimo je to vozlis¢e B, ter ga

dodamo v prazen graf T. Le-ta preide v obliko, ki jo prikazuje slika 78.

*h

Slika 78: Graf T, sestavljen iz enega samega vozlis¢a B.

Nato zbriSemo vrstico B iz tabele uteZi na sliki 77, pri ¢emer dobimo tabelo na sliki 79.

4 B C D E
A 6 4 8 2
Clda 3> - 9 4
DI& 8§ 9 -~ 7
El2 6 4 T -

Slika 79: Tabela utezi, kjer smo zbrisali vrstico B.

Nato v stolpcu vozlis¢a B, ki je Ze bilo uporabljeno v T, poiS¢emo najmanjSo utez.

Vidimo, da je to uteZ povezave med vozliS¢ema B in C z vrednostjo 5. To povezavo

dodamo v graf T na sliki 78, pri cemer dobimo sliko 80.
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B
5

C
Slika 80: Graf T, sestavljen iz dveh vozliS¢ B in C.

Nato zbriSemo vrstico C iz tabele uteZi na sliki 79, pri ¢emer dobimo tabelo na sliki 81.

4 B C D E

Al- 6 @ 8 2
DIi8 8 9 - 7
EI2 6 @ 7

Slika 81: Tabela uteZi, kjer smo zbrisali vrstici B in C.

Nato v stolpcih vozlis¢ B in C, ki sta Ze bili uporabljeni v T, poiS¢emo najmanjSo utez.
Ocitno gre za utezi povezav med vozlis¢ema A in C, ter E in C, z vrednostjo 4. Izberemo
eno izmed teh dveh povezav, npr. povezavo CA, ter jo dodamo v graf T na sliki 80, pri

¢emer dobimo sliko 82.

Slika 82: Graf T, sestavljen iz treh vozlis¢ A, B in C.

Nato zbriSemo vrstico A iz tabele uteZi na sliki 81, pri ¢emer dobimo tabelo na sliki 83.

rABC'DE

pDl8 8 o _ 1
E|lQ 6 4 7 -

Slika 83: Tabela uteZi, kjer smo zbrisali vrstice A, B in C.
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Nato v stolpcih vozlis¢ A, B in C, ki so Ze bili uporabljena v T, pois¢emo najmanjso utez.
Ocitno gre za utez povezave med vozliS¢ema A in E z vrednostjo 2. To povezavo dodamo

v graf T na sliki 82, pri ¢emer dobimo sliko 84.

Slika 84: Graf T, sestavljen iz Stirih vozlis¢ A, B, C in E.

Nato zbriSemo vrstico E iz tabele utezi na sliki 83, pri ¢emer dobimo tabelo na sliki 85.

IABCDE

f)|é 8 9 - (@

Slika 85: Tabela uteZi, kjer smo zbrisali vrstice A, B, C in E.

Nato v stolpcih vozlis¢ A, B, C in E, ki so Ze bili uporabljena v T, poiS¢emo najmanjSo
utez. OcCitno gre za uteZ povezave med vozliS¢ema D in E z vrednostjo 7. To povezavo

dodamo v graf T na sliki 84, pri ¢emer dobimo sliko 86.

Slika 86: Graf T, sestavljen iz petih vozlis¢ A, B, C, D in E.

Ker smo uspeli v grafu T na sliki 86 povezati vsa vozliS€a originalnega grafa na sliki 76,
se je postopek s Primovim algoritmom ocitno koncal, rezultat na sliki 86 pa je Ze

minimalno vpeto drevo. Skupna uteZ tega drevesa ima, kot lahko vidimo, vrednost 18.

Uporabo Primovega algoritma za iskanje minimalno vpetega drevesa na kratko

ponazorimo $e na enem primeru.
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Primer:

S pomocjo Primovega algoritma poi$¢i minimalno vpeto drevo za graf na sliki 87.

a

c d f

Slika 87.: Graf, pri katerem bomo s Primovim algoritmom poiskali minimalno vpeto
drevo.

Najprej grafu na sliki 87 priredimo tabelo, ki je prikazana na sliki 88.

a b ¢c d e f g

c|-101 - -3
d|- - 1012 -
e -2 - 10 - -
fB - -2 - 01
gl -3 - -10

Slika 88.: Tabela uteZi, ki jo priredimo grafu

Kot je razvidno iz tabele na sliki 88, smo na njej vpisali utezi, s katerimi so povezana
posamezna vozliS¢a grafa na sliki 87. Ce doloCeni vozlis¢i nista povezani, smo to
ustrezno oznacili z znakom '-'. Pri oddaljenosti vozli§¢ od samih seboj pa smo zapisali

vrednost 0.

Najprej izberemo katerokoli vozli§¢e grafa na sliki 87, denimo je to vozliSe a, ter ga
dodamo v prazen graf T. Zato zbriSemo vrstico a iz tabele uteZi na sliki 88, pri ¢emer

dobimo tabelo na sliki 89. Oznacimo tudi stolpec a, odkoder bomo poiskali minimalen
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element. OcCitno ima slednji vrednost 3 in se nahaja v vrstici vozlisca f.
a b c d e [ g
b |-01 - 2 - -
-101 - -3

Slika 89.: Tabela utezi, kjer smo zbrisali vrstico a.

To je uteZz povezave med vozliS¢ema a in f, ki jo dodamo v graf T, ki sedaj vsebuje

vozli$éi ain f.

Nato zbriSemo vrstico f iz tabele uteZi na sliki 89, pri ¢emer dobimo tabelo na sliki 90.

Oznacimo tudi stolpec f, odkoder bomo poleg stolpca a iskali minimalen element.

a b ¢ d e f |g
b |-01 - 2 - -
-101 - - 3
d |- - 101 2 -

Slika 90.: Tabela utezi, kjer smo zbrisali vrstici a in f.

Oc¢itno ima minimalni element v stolpcih a in f vrednost 1 in se nahaja v vrstici vozli§¢a
g. Zato v drevo T dodamo vozliS¢e g in povezavo gf (dolZine 1), ki sedaj vsebuje vozliSca
a, f in g. Iz tabele na sliki 90 pa zbriSemo vrstico g in oznafimo stolpec vozlisca g,
odkoder bomo poleg stolpcev a in f iskali nov minimalen element. Tako dobimo tabelo na

sliki 91.

77



d |- - 1012 [
e -2 - 10 - -

Slika 91.: Tabela utezi, kjer smo zbrisali vrstice a, f in g.

Oc¢itno ima minimalni element v stolpcih a, f in g vrednost 2 in se nahaja v vrstici
vozlis¢a d. Zato v drevo T dodamo vozliS¢e d in povezavo df (dolzine 2), ki sedaj
vsebuje vozlis¢a a, f, g in d. 1z tabele na sliki 91 pa zbriSemo vrstico d in ozna¢imo
stolpec vozli§¢a d, odkoder bomo poleg stolpcev a, f in g iskali nov minimalen element.

Tako dobimo tabelo na sliki 92.

a b c d e f &g
b |-01 - 2 - -
c |- 101 - -3
e -2 - 10 - -

Slika 92.: Tabela utezi, kjer smo zbrisali vrstice a, f, gin d.

Oc¢itno ima minimalni element v stolpcih a, f, g in d vrednost 1 in se nahaja v vrsticah
vozliS¢€ ¢ in e. Gre za dve enakovredni varianti, izberemo si eno, npr. tisto v vrstici c. Zato
v drevo T dodamo vozlis¢e ¢ in povezavo dc (dolzine 1), ki sedaj vsebuje vozlisc¢a a, f, g,
d in c. Iz tabele na sliki 92 pa zbriSemo vrstico ¢ in ozna¢imo stolpec vozli§¢a ¢, odkoder
bomo poleg stolpcev a, f, g in d iskali nov minimalen element. Tako dobimo tabelo na

sliki 93.

a b lc d e f lg
b |- 0 1 - 2
e -2 - 10 - -

Slika 93.: Tabela uteZi, kjer smo zbrisali vrstice a, f, g, d in c.

Oc¢itno ima minimalni element v stolpcih a, f, g, d in ¢ vrednost 1 in se nahaja v vrsticah
vozli§¢ b in e. Zopet gre za dve enakovredni varianti, izberemo si eno, npr. tisto v vrstici

b. Zato v drevo T dodamo vozliS§¢e b in povezavo bc (dolzine 1), ki sedaj vsebuje
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vozlis¢a a, f, g, d, ¢ in b. Iz tabele na sliki 93 pa zbriSemo vrstico b in ozna¢imo stolpec
vozli§¢a b, odkoder bomo poleg stolpcev a, f, g, d in ¢ iskali nov minimalen element.

Tako dobimo tabelo na sliki 94.

a b lc dle f lg
e -2 -1 0 - -

Slika 94.: Tabela utezi, kjer smo zbrisali vrstice a, f, g, d, cin b.

Oc¢itno ima minimalni element v stolpcih a, f, g, d, ¢ in b vrednost 1 in se nahaja v
vrsticah edinega preostalega vozliS¢a e. Zato v drevo T dodamo Se vozlis€e e in
povezavo ed (dolzine 1), ter kon¢amo postopek. Dobljeno minimalno vpeto drevo (v

grafu T!) je prikazano na sliki 95 in ima skupno utez 9.

c d f

Slika 95.: Minimalno vpeto drevo, dobljeno s Primovim algoritmom

5.5 Iskanje spodnje in zgornje meje utezi minimalnega Hamiltonovega
cikla pri problemu trgovskega potnika

Kot smo videli pri problemu trgovskega potnika, slednji Zeli obiskati nekaj mest in se
vrniti domov, pri ¢emer naj prevozi najmanjSo mozno razdaljo. Glede na preprostost
poZreSne metode za problem iskanja najmanjSega vpetega drevesa bi upali, da bo obstajal
preprost algoritem tudi za reSevanje problema trgovskega potnika. Na Zalost ne poznamo
nobenega takSnega algoritma. Seveda bi lahko poskusili preveriti vse mogoce
Hamiltonove cikle in izbrati tistega z najmanjSo dolZino. Toda to je brezupna naloga tudi
za racunalnik, razen Ce je graf zelo majhen. Za problem razporeditve poslov z (recimo)
100 posli bi imeli Ze 100! (~9.3-10"7) zaporedij, ki bi jih bilo potrebno pregledati, zato
ni vredno niti poskusiti z nobeno metodo, ki bi temeljila na tak§Snem pregledovanju. Zato
smo prisiljeni iskati pribliZzne reSitve problema. Metoda, ki v praksi pogostokrat
zadovoljivo dobro deluje, je poiskati spodnjo in zgornjo mejo za problem trgovskega
potnika, tako, da namesto tega reSimo problem minimalnega vpetega drevesa [16, 19].
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5.5.1 Iskanje spodnje meje uteZi minimalnega Hamiltonovega cikla pri problemu

trgovskega potnika

Metodo opravi¢imo z naslednjim argumentom. Ce vzamemo Hamiltonov cikel z
najmanjSo utezjo v uteZzenem polnem grafu in odstranimo vozliSe A in povezave s
graf na preostalih toCkah, utezi Hamiltonovega cikla pa dobimo, ¢e dodamo skupni tezi

poti utezi odstranjenih dveh povezav.

Izrek:
Spodnjo mejo za resitev problema trgovskega potnika torej dobimo, ce sestejemo uteZ
najmanjsega vpetega drevesa in dve najmanjsi uteZi povezav s krajis¢em v odstranjenem

vozliscu A [16, 19].

Primer:
Ocenite spodnjo mejo utezi minimalnega Hamiltonovega cikla pri problemu trgovskega

potnika za graf na sliki 96.

Slika 96.: Graf, pri katerem bomo ocenili spodnjo mejo uteZi minimalnega
Hamiltonovega cikla

Ceiz grafa na sliki 96 odstranimo vozlis¢e A, dobimo preostanek grafa z vozlis¢i B, C, D

in E (slika 97 levo).
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D i c

Slika 97.: Ocenjevanje spodnje meje uteZi minimalnega Hamiltonovega cikla
(odstranjeno vozliSce A)

Ce nato za ta preostanek grafa pois¢emo minimalno vpeto drevo, dobimo rezultat na sliki
97 v sredini, ki ima skupno utez 16. Poglejmo Se, s kakSnimi uteZmi je bilo odstranjeno
vozliS¢e A na grafu na sliki 96 povezano z ostalimi vozlis¢i. O¢itno sta imeli povezavi z

vozlis¢ema E in C najmanjSo utez, to je vrednost 2 oz. 4 (glej sliko 97 desno).

Iskana spodnja meja skupne utezi minimalnega Hamiltonovega cikla (pri odstranjenem
A) je torej:
ute najmanjsega vpetega drevesa + dve najmanjsi uteZi povezav s krajiscem v

odstranjenem vozliscu A = 16 + 2 + 4 = 22.

Kot se izkaze, dobimo Se boljSi rezultat za spodnjo mejo, Ce iz grafa na sliki 96
odstranimo vozlis¢e D. Ce to storimo, dobimo preostanek grafa z vozlis¢i A, B, C, in E

(slika 98 levo).

A A
' B F % 8
S 7
L D

Slika 98.: Ocenjevanje spodnje meje utezi minimalnega Hamiltonovega cikla
(odstranjeno vozliSce D)
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Ce nato za ta preostanek grafa pois¢emo minimalno vpeto drevo, dobimo rezultat na sliki
98 v sredini, ki ima skupno utez 11. Poglejmo Se, s kakSnimi utezmi je bilo odstranjeno
vozliS¢e D na grafu na sliki 96 povezano z ostalimi vozli§¢i. Oc¢itno sta imeli povezavi z
vozliS¢em E in vozliS¢ema A ali B najmanjSo utez, to je vrednost 7 oz. 8. Denimo
1zberemo od slednjih dveh vozlisce A (glej sliko 98 desno), pri ¢emer dobimo vsoto dveh

najmanjsih uteZi povezav s krajiS¢em v odstranjenem vozliS¢u D enako: 7+8 = 15.

Iskana spodnja meja skupne uteZi minimalnega Hamiltonovega cikla (pri odstranjenem
D) je tore;:
ute najmanjsega vpetega drevesa + dve najmanjsi uteZi povezav s krajiscem v

odstranjenem vozliscu D = 11 + 15 = 26.

Primerjajmo sedaj ta rezultat s pravo (optimalno) reSitvijo za problem trgovskega potnika
na sliki 96. Kot se izkaZe, je slednja enaka minimalnemu Hamiltonovemu ciklu A-C-B-
D-E-A s skupno tezo 4+5+8+7+2 = 26. Torej smo v tem primeru z ocenjevanjem spodnje

meje celo zadeli pravi rezultat za skupno teZo minimalnega Hamiltonovega cikla.

5.5.2 Iskanje zgornje meje utezi minimalnega Hamiltonovega cikla pri problemu

trgovskega potnika

Ce izvedemo iskanje v globino na najmanj$em vpetem drevesu danega grafa, tako, da
dobimo sklenjen sprehod, ki obisce vsako vozlise vsaj enkrat, prehodimo vsako
povezavo natanko dvakrat in prehojena pot je enaka dvojni skupni teZi najmanjSega
vpetega drevesa. Dokazati se da naslednje [16 ,19]:

Vrednost resitve problema trgovskega potnika je najvec dvakrat vecja od skupne teZe

najmanjsega vpetega drevesa.
V prvem primeru uporabe Primovega algoritma v poglavju 5.4.2. smo videli, da ima

minimalno vpeto drevo za graf na sliki 96 skupno teZo 18. Ocenjena zgornja meja za

reSitev problema trgovskega potnika se torej glasi: Zgornja meja =2 x 18 = 36.
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Ce povzamemo sklepe poglavij o iskanju spodnje in zgornje meje uteZi minimalnega
Hamiltonovega cikla pri problemu trgovskega potnika, vsekakor velja naslednje.
Ocenjeni meji nam lahko sluzita kot dobrodoSla dodatna orientacija, kako ¢im
enostavneje poiskati takSno reSitev za Hamiltonov cikel, ki se ¢imbolj pribliza optimalni

reSitvi (minimalni Hamiltonov cikel).
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6 PROBLEM NAJKRAJSE POTI

Problemi najkrajSe poti so eni najpomembnejsih problemov, ki jih poskuSamo reSevati v
okviru teorije grafov in mreznih pretokov. Pojavljajo se pri Sirokem spektru aplikacij,
kjer Zelimo poslati dolocen material (racunalniski paket podatkov, telefonski klic, vozilo,
itn) med dvema konkretnima tockama v dani mreZi. Velikokrat pa se pojavijo tudi kot

podproblemi pri reSevanju Stevilnih problemov kombinatori¢ne oz. mreZne optimizacije.

Obstaja vec tipov problemov najkrajSe poti, kot npr. [15]:

e iskanje najkrajSe poti od enega (zaCetnega oz. izvornega) vozliS¢a do drugega
(kon¢nega oz. ciljnega) vozlisca.

¢ Iskanje najkrajSe poti od enega vozliS€¢a do vseh ostalih vozlis¢,

¢ Iskanje najkrajSe poti od vsakega vozli§¢a do vsakega drugega vozlisca, itn.

Tipicni primeri aplikacij, kjer se pojavljajo problemi najkrajSe poti, pa so [15]:

e Iskanje najkrajSe (najcenejSe, najhitrejSe) poti vozila med dvema geografskima
lokacijama,

e Kompleksni problemi urbanega prometnega planiranja, kjer Zelimo nacrtovati
konstrukcijo najkrajSih prometnih poti med izvornimi in ciljnimi lokacijami,

e Aplikacije v domeni planiranja proizvodnje, razvr§c¢anja telefonskih klicev, itn.

1. Primer problema najkrajse poti:

Popotnik se Zeli peljati iz Maribora v Bovec v najkrajSem moznem Casu. Na karti na sliki
99 je oznacen ¢as (v minutah), potreben za potovanje med posameznimi pari mest. Katero

pot naj izbere popotnik?
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Celover Dravograd
L]

: Maribor
Jesenice

Bovec
Ljubljana

Idrija fcisid
30 o

Slika 99: Problem iskanja najkrajSe poti med mestoma Maribor in Bovec

V tem primeru ni zelo teZko najti reSitve z nekaj spretnega ugibanja, toda takSen pristop
je mnogo manj uspeSen v primerih, ko postane mreZa cest bolj in bolj zapletena (glej

primer poti med mestoma Los Angeles in New York na sliki 100).

Bulfalu

Salt Lake : Omahy
Gy 1o Cheyenne |2

City St Loun

L Knor.\rni!cT
y STy

Oklahoma 4
Cily o

San  Houston Otleans
Antonio

Slika 100: Problem iskanja najkrajSe poti med mestoma Los Angeles in New York

2. Primer problema najkrajse poti:

Na sliki 101 je podana shema prog mestnega prometa v Ljubljani [19]. Ce nas zanimajo
najkrajSe poti med deli mesta (med postajami mestnih avtobusov), lahko na osnovi sheme
definiramo graf z uteZmi na povezavah. Utez lahko smiselno dolo¢imo na ve¢ nacinov,

odvisno od tega, v kakSnem smislu nas najkrajSe poti zanimajo. Na primer, lahko se
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vpraSamo, kolikokrat je potrebno zamenjati avtobus, da pridemo iz Trnovega do tovarne
Lek. Drugo najkrajSo pot (verjetno) dobimo, ¢e nas zanima minimalno Stevilo vmesnih

postajaliS¢ na poti.

i e
Slika 101: Shema prog mestnega prometa v Ljubljani in problem najkrajSe poti

V nadaljevanju bomo opisali algoritem, ki ga lahko ucinkovito uporabimo za iskanje

najkrajSe poti med katerimkoli parom vozliS¢ v grafu [15, 16, 19].

6.1 Dijkstrin algoritem za iskanje najkrajsih poti

Dijkstrin algoritem je bil odkrit s strani matematika Edsgerja Dijkstre leta 1956 in
objavljen v clanku leta 1959. Algoritem je namenjen za reSevanje enoizvorskih

problemov najkrajSe poti za grafe z nenegativnimi uteZmi na povezavah, pri cemer poisce
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najkrajso pot (oz. drevo najkrajsih poti). Ta algoritem je sicer pogostokrat uporabljan tudi

pri problematiki usmerjanja v mrezi.

Algoritem lahko poiS¢e najkrajSo pot od enega vozlis€a do vseh ostalih vozliS¢. Seveda
pa je primeren tudi za iskanje najkrajSe poti od enega (izvornega) vozliS¢a do drugega
(ciljnega) vozlis€a. Tako algoritem v primeru, ¢e imamo npr. graf, kjer so vozliS¢a mesta,
povezave pa poti med njimi, poiS¢e najkrajSo pot med enim mestom in vsemi ostalimi

mesti.

6.1.1 Princip delovanja Dijkstrinega algoritma

Denimo je naloga tega algoritma poiskati najkrajSo pot od vozlis¢a S do vozlis¢a T v
danem omreZju [15]. V ta namen se premikamo po omreZju z leve proti desni in
racunamo razdalje od S do vsakega od vmesnih vozlis¢, ki jih obis¢emo. Na vsakem
koraku algoritma pogledamo vsa vozlis€a, ki jih lahko dosezemo preko usmerjene
povezave iz vozliS¢a, v katerem trenutno smo, in jim priredimo zacasno razdaljo, ki je
najkrajSa razdalja od S do pa do teh vozliS¢ po poteh, ki smo jih obravnavali do teda;.
Kon¢no vsako vozlis¢e dobi stalno oznako (poimenovano potencial, obi¢ajno oznaceno v
kvadratnem okvircku), ki je gotovo najkrajSa razdalja od S do doti¢nega vozliS¢a. Ko tudi

vozliS¢e T dobi potencial, smo dolocili najkrajSo razdaljo med vozliS¢ema S in T.

Med izvajanjem postopka je lahko vozliS¢e v enem izmed treh stanj [15, 16]:
* novo vozlis¢e (ki ga z algoritmom Se nismo obravnavali),
e znano vozlis¢e (ki ni ve€ novo), ter

e obdelano vozliS¢e (z dokoncno izracunano razdaljo).

Ko novo vozliS¢e v algoritmu prvi¢ sreamo kot soseda obravnavanega vozliS¢a, ga
proglasimo za znanega in mu dodelimo zaCasno oznako, dotlej najkrajSo razdaljo med
njim in izvornim vozliS¢em. Iz mnoZice znanih vozliS¢ nato vedno izberemo vozliSce z
najmanjSo zacasno oznako in to oznako proglasimo za razdaljo, poimenovano potencial.

Vsem sosedom tega vozliS€a nato dolo¢imo nove oznake tako, da razdaljo, ki je bila
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izraCunana z doslej pregledanimi potmi, popravimo, ¢e smo nasli krajSo pot (glede na

izvorno vozlisCe).

Delovanje algoritma, ki ga lahko uporabljamo tako za grafe kot digrafe, bomo osvetili na

naslednjem primeru digrafa [15, 16].

Primer:
Za dani digraf na sliki 102 poisci najkrajSo pot med izvornim vozliS¢em S in ciljnim

vozlis¢em T z uporabo Dijkstrinega algoritma.

Slika 102: Digraf, kjer bomo z Dijkstrinim algoritmom poiskali najkrajSo pot med
vozliS¢ema S in T.

Na zacetku priredimo vozliscu S potencial 0, saj je najkrajSa razdalja od S do S enaka O.
Potem gledamo vsa vozli$¢a, ki jih lahko doseZzemo iz S (to so vozlis¢a A, B, C in D), in
vsakemu od njih dolo¢imo zacasno oznako. Ta je vsota potenciala v S in razdalje od S do
doti¢nega vozlis¢a. Tako dobimo zacasne razdalje 7, 4, 9, in 7 do vozlis¢ A, B, C in D

(glej sliko 103).
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Slika 103: Dodelitev zacasnih razdalj 7, 4, 9, in 7 vozlis§¢em A, B, Cin D

Zdaj vzamemo najmanjSo zaCasno razdaljo (najmanjSo oznako, ki Se ni potencial) in jo
proglasimo za potencial. V tem primeru je takSna razdalja v vozlis¢u B, zato temu
vozliS¢u dolo¢imo potencial 4 (oznafimo 4 v kvadratnem okvircku, glej na sliki 104). To
je res najkrajSa razdalja od S do B, saj bi vsaka druga pot od S do B morala preko enega

od vozlis¢ A, C ali D in je do tja dolZina poti gotovo vecja od 4.

Ker smo v B ravnokar priredili potencial, zdaj gledamo vsa vozlis¢a, ki jih lahko
dosezemo neposredno iz B (to sta vozlis¢i A in C). Vsakemu od teh vozliS¢ priredimo
novo zacasno razdaljo, enako vsoti potenciala v B in razdalje od B do teh vozlis¢, vendar
od prej. Ker to velja tako za vozlisce A, kot C, slednjima priredimo novi zacasni oznaki
4+ 1=50z.4+3 =7, saj sta novi vrednosti gotovo manjsi od prej$njih zacasnih oznak.
Prireditev novih za€asnih oznak je na sliki 104 oznacena tako, da precrtamo vrednosti 7

in 9, ter ju nadomestimo z vrednostima 5 oz. 7.
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Slika 104: Dodelitev potenciala 4 vozlis¢u B, dodelitev novih za€asnih oznak 5 in 7
vozliS$¢ema A in C.

Zdaj vzamemo na sliki 104 najmanjSo zaCasno oznako in jo proglasimo za potencial. V
tem primeru je takSna razdalja v vozlis€u A, zato temu vozliS¢u dolo¢imo potencial 5
(ozna¢imo 5 v kvadratnem okvirCku, glej na sliki 105).

Ker smo v A ravnokar priredili potencial, zdaj gledamo vsa vozlis¢a, ki jih lahko
doseZzemo neposredno iz A (to je le vozlis¢e T). Temu vozlis¢u priredimo zacasno

razdaljo, enako vsoti potenciala v A in razdalje od A do T, pri ¢emer dobimo zacasno
oznako 5+6 = 11 (glej sliko 105).

(5] o
OBNG ®
T
S o 11
[0 i
(7)
(D
71%D

Slika 105: Dodelitev potenciala 5 vozliscu A in dodelitev zacasne oznake 11 vozlis¢u T.
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Zdaj vzamemo na sliki 105 najmanjSo zaCasno oznako in jo proglasimo za potencial. V
tem primeru sta takSni razdalji v vozli§¢ih C in D, zato tema vozliS¢ema dolo¢imo
potencial 7 (ozna¢imo 7 v kvadratnem okvir¢ku, glej na sliki 106).

Ker smo v C in D ravnokar priredili potencial, zdaj gledamo vsa vozlis¢a, ki jih lahko
dosezemo neposredno iz C in D (to je le vozlis¢e T). Vozlis¢e T ima zafasno oznako 11,
premik iz vozlis¢a C v T bi dal slednjemu oznako 7+3 = 10, premik iz vozlis¢a D v T pa
bi dal slednjemu oznako 7+4 = 11. Seveda izberemo premik iz vozlis¢a C v T, saj da
slednjemu najmanjSo zacasno oznako 10. Prireditev nove za¢asne oznake 10 vozlis¢u T je
na sliki 106 oznacena tako, da precrtamo vrednosti 11, ter jo nadomestimo z vrednostjo
10. Slednja je tudi potencial v toc¢ki T (okvircek na sliki 106), saj smo prisli s postopkom
do konca. Ker ima vozliS¢e T potencial 10, je to ocitno tudi najkraj$a razdalja med

vozlis¢ema S in T.

15] g 4

Slika 106: Dodelitev potencialov 7 vozliS¢ema C in D in dodelitev potenciala 10 vozliScu
T.

Strukturo najkrajSe poti med S in T pa dolo¢imo tako, da potujemo iz vozlis¢a T nazaj
proti vozlis¢u S. Pri tem upoStevamo le tiste povezave oz. segmente poti, kjer je razlika
vi§jega in niZjega potenciala med dolocenima vozliS¢ema enaka razdalji med tema

vozliS¢ema.
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Ocitno velja to za naslednje povezave (glej sliko 106):

potencial pri T — potencial pri C = razdalja od C do T
potencial pri C — potencial pri B = razdalja od B do C
potencial pri B — potencial pri S = razdalja od S do B

Torej bodo te povezave gotovo sestavni del najkrajSe poti med S in T, ki se potemtakem

glasi: S-B-C-T v skupni dolzini 10.

Povzemimo opisani postopek Dijkstrinega algoritma [15, 16, 19].

Dijkstrin algoritem za iskanje najkrajsSe poti

IS¢emo najkrajso pot med vozliscema S in T v danem omreZju.

KORAK 1: Doloci tocki S potencial 0. Doloci vsakemu vozliscu V, ki je dosegljivo
neposredno iz S, oznako, enako razdalji med S in V. Izberi najmanjso od teh oznak in jo

proglasi za potencial.

PONAVLJAJ: Obravnavaj vozlisca V, ki jim je bil pravkar dolocen potencial. Za vsakega
od vozlis¢ 'V poglej vsakega od vozlisc W, ki jih je mogoce doseci neposredno iz V in
doloci vozliscem W zacasno oznako: (potencial pri V) + (razdalja od V do W), razen, ce
vozlisce W ni Ze imelo manjSe oznake. Ko so bila vsa vozlisca W oznacena, izberi

najmanjse oznake in jih proglasi za potenciale. Ponovi 7 novimi potenciali.

KONCAJ, ko tudi vozlisce T dobi potencial. To je najkrajsa razdalja od S do T.

DOLOCITEV NAJKRAJSE POTI: Pojdi od T nazaj proti S in izberi tiste povezave V-W,

za katere velja: potencial pri W — potencial pri V = razdalja od W do 'V
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Primer:
Za dani digraf na sliki 107 poiS¢i najkrajSo pot med izvornim vozliS¢em A in ciljnim

vozlis¢em F z uporabo Dijkstrinega algoritma.

/

/

D

Slika 107: Digraf, kjer bomo z Dijkstrinim algoritmom poiskali najkrajSo pot med
vozliS¢ema A in F.

Na zacetku priredimo vozliScu A potencial 0, saj je najkrajSa razdalja od A do A enaka O.
Potem gledamo vsa vozlis¢a, ki jih lahko doseZzemo iz A (to so vozlis¢a B, C in D), in
vsakemu od njih dolo¢imo zacasno oznako. Ta je vsota potenciala v A in razdalje od A

do doti¢nega vozlis€¢a. Tako dobimo zacasne razdalje 13, 10 in 4 do vozliS¢ B, C in D.

Zdaj vzamemo najmanjSo zaCasno razdaljo (najmanjSo oznako, ki Se ni potencial) in jo
proglasimo za potencial. V tem primeru je takSna razdalja v vozlis¢u D, zato temu

vozli§¢u dolo¢imo potencial 4.
Ker smo v D ravnokar priredili potencial, zdaj gledamo vsa vozlis¢a, ki jih lahko

doseZzemo neposredno iz D (to sta vozlis¢i C in E). Vsakemu od teh vozliS¢ priredimo

(novo) zacasno razdaljo, vozlis¢u C vrednost 9 (namesto 10), vozlis¢u E pa vrednost 19.
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Zdaj vzamemo najmanjSo zacCasno oznako in jo proglasimo za potencial. V tem primeru
je takSna razdalja v vozlis¢u C, zato temu vozlis€u dolo¢imo potencial 9.

Ker smo v C ravnokar priredili potencial, zdaj gledamo vsa vozlis¢a, ki jih lahko
dosezemo neposredno iz C (to sta vozlis¢i E in F). Vsakemu od teh vozliS¢ priredimo

(novo) zacasno razdaljo, vozliS¢u E vrednost 17 (namesto 19), vozliS¢u F pa vrednost 20.

Zdaj vzamemo najmanjSo zac¢asno oznako in jo proglasimo za potencial. V tem primeru
je taksna razdalja v vozlis¢u B, zato temu vozlis¢u dolo¢imo potencial 13. Ker smo v B
ravnokar priredili potencial, zdaj gledamo vsa vozlis¢a, ki jih lahko doseZzemo
neposredno 1z B (to je vozlis¢e C). Ker pa ima slednje Ze dodeljen potencial (9), oznaka
iz B (13+6 = 19) ne more prinesti izboljSave, zato pustimo pri vozliS¢u C nedotaknjen
potencial 9.

Ponovno gledamo najmanjSo za¢asno oznako in vidimo, da jo ima vozlis¢e E (17). Temu
priredimo potencial 17 in gledamo vsa vozli§¢a, ki jih lahko doseZemo neposredno iz E
(to je vozlis¢e F). Vozlis¢e F ima zacasno oznako 20, povezava iz E pa bi prinesla
zacasno oznako 1747 = 24. Ker je slednja opcija slabsa, pustimo vozlis¢u F zacasno
oznako 20 in jo spremenimo v potencial (saj smo prisli do konca).

V tem trenutku smo vsem vozliS¢em dodelili potenciale, kar je razvidno na sliki 108
(potenciali so oznaceni pod Stevilkami vozliS¢ v krogcih, potencial od A je 0).

B
13
F
13 =} 20
11
| A | 19 g
-
4 E g
D 15 E
4 17

Slika 108: Digraf z vsemi doloCenimi potenciali.
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Strukturo najkrajSe poti med A in F dolo¢imo tako, da potujemo iz vozlis¢a F nazaj proti
vozlis¢u A. Pri tem upoStevamo le tiste povezave oz. segmente poti, kjer je razlika
vi§jega in niZjega potenciala med doloCenima vozliS¢ema enaka razdalji med tema

vozliS€ema.

Ocitno velja to za naslednje povezave (glej sliko 108):

potencial pri F — potencial pri C razdalja od C do F
potencial pri C — potencial pri D = razdalja od C do D

razdalja od A do D

potencial pri D — potencial pri A

Torej bodo te povezave gotovo sestavni del najkrajSe poti med A in F, ki se potemtakem

glasi: A-D-C-F v skupni dolZini 20.
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7 PROBLEM MAKSIMALNEGA PRETOKA SKOZI
OMREZJE

Pri tej problematiki se ukvarjamo s problemom, kako ugotoviti, kolikSen maksimalen
promet doloCenega blaga lahko spravimo skozi dano omreZzje. Tovrstni problemi se pri
mrezni optimizaciji pogostokrat pojavljajo, z njimi pa Zelimo izraCunati maksimalno
koli¢ino pretoka dolo¢enega blaga, ki jo lahko transportiramo od vhoda v omreZje (izvor)
do izhoda iz omreZja (ponor) [6]. Seveda je potrebno pri obravnavi problema upoStevati
tudi omejitve, ki jih predstavljajo maksimalne kapacitete posameznih povezav, ki
pomenijo maksimalen pretok blaga, ki ga lahko spravimo skozi dolo¢eno povezavo (npr.

v doloCeni ¢asovni enoti).

Pri obravnavi pretoka blaga skozi vozliS¢a obi¢ajno upoStevamo varianto, da se blago v

v

posameznih vozli§¢ih potemtakem upoStevamo zakon, da je vsota pritekajoCih tokov
(pretokov blaga) v vozliS¢e enaka vsoti odtekajocih tokov (pretokov blaga) iz vozlisca
[6]. Gre za ravnoteZzni zakon, ki deluje na enakih nacelih kot Kirchoffov zakon za tokove
v elektrotehniki, zato ga zaradi nazornosti poimenujmo z istim imenom. Ce kot tokove
obravnavamo odlocCitvene spremenljivke, lahko Kirhoffov zakon (Kirchoffovo

ravnotezno enacbo) za neko vozliS¢e Vi matemati¢no formuliramo na naslednji nacin [6]:

vsota pritekajocih tokov v V, = vsota odtekajocih tokov iz V,

N M
Z'xvh (l) = zxizh (l)
i=1 i=l

(7.1)

kjer so x,, (i) odlogitvene spremenljivke, ki predstavljajo vhodne tokove, ki pritekajo v

vozlid¢e Vi, x, (i) so odloCitvene spremenljivke, ki predstavljajo izhodne tokove, ki

odtekajo iz vozlis¢a Vi, N je Stevilo vhodnih tokov, M pa je Stevilo izhodnih tokov.
Seveda tokovi x,, (i) in x,, (i) pritekajo v opazovano vozlii¢e iz sosednjih vozlis¢ oz.

odtekajo k sosednjim vozlis¢em v omreZju.

Nastejmo nekaj tipicnih primerov aplikacij, kjer se pojavlja problem maksimalnega

pretoka:

e Maksimizacija pretoka skozi distribucijsko mreZo podjetja od tovarn do potroSnikov,
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e Maksimizacija pretoka skozi oskrbno mreZo podjetja od dobaviteljev do tovarn,
e Maksimizacija pretoka nafte skozi sistem cevovodov,
e Maksimizacija pretoka vode skozi vodovodni sistem,

e Maksimizacija pretoka vozil skozi transportno mrezo, itn.

V sploSnem obstajata dva znacilna pristopa, kako resiti problem maksimalnega pretoka:

¢ Prevedba na problem linearnega programiranja in reSitev s simpleksno metodo, ter
e ReSitev problema maksimalnega pretoka s pomoc¢jo takoimenovane metode
povecanja poti (augmenting path), ki temelji na residualnih mreZah in povecanih

poteh (Ford Fulkersonov algoritem).

V nadaljevanju si bomo pogledali pristop, kako problem maksimalnega pretoka prevesti

na problem linearnega programiranja.

7.1 Prevedba problema maksimalnega pretoka na problem linearnega
programiranja

Kot bomo videli na primerih v nadaljevanju, lahko problem maksimalnega pretoka
ucinkovito prevedemo v problem linearnega programiranja [6, 17]. V ta namen bomo
uvedli tudi takoimenovano umetno povratno zanko iz izhoda iz omreZja nazaj na vhod v
omreZje, katere pretok blaga skoznjo bo enak vsoti vseh pretokov (skupni preto¢nosti), ki
gredo skozi omreZje. Ce bomo nato z iskanjem optimalne regitve v linearnem programu
dosegli, da se maksimizira odlocitvena spremenljivka, ki predstavlja pretok skozi
povratno zanko, je logi¢no, da bomo s tem dosegli tudi, da se maksimizira celoten pretok

blaga (skupna pretocnost) skozi omrezje [6, 17].

Podrobnosti tega postopka bodo postale bolj razumljive pri obravnavi primerov v

nadaljevanju.

Primer 1:

Za prvi primer uporabimo neko mestece, ves blagovni promet pa gre skozi mesto (se ne

zadrzuje v njem). Slika 109 prikazuje shemo (omrezje) mesta, oznacene so tudi
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maksimalne kapacitete povezav, ki govorijo o maksimalnem moZnem pretoku blaga skozi

povezavo v dolo¢eni ¢asovni enoti (npr. Stevilo ton blaga na minuto).

kapaciteta

b

/\\/ \

o—0 0 -

Izhod
mesto
3 ‘ 5

Q

Slika 109.: MreZa mesteca, kjer Zelimo ugotoviti, kolik§en maksimalen promet blaga
lahko spravimo skozi dano omreZje.

Najprej moramo na sliki 109. vpeljati vse odlocitvene spremenljivke x;, ki predstavljajo

pretok blaga iz vozliS¢a 1 v vozliS¢e j, ozna¢imo tudi navidezno povratno zanko iz izhoda
iz omreZja nazaj na vhod v omreZje, katere pretok blaga skoznjo x,, je enak vsoti vseh

pretokov, ki gredo skozi omreZje (skupni pretocnosti skozi omrezje). Tako pridemo do
slike 110.

Vnesi vejo, ki
v povezuje vhod
in izhod

Q Oznadi

odloditvene
f spremenljivke

71

3
Slika 110.: Vpeljava odlocitvenih spremenljivk x,, ki predstavljajo pretok blaga iz

vozlis¢a i v vozlisce j. Vpeljava navidezne povratne zanke iz izhoda iz omreZja nazaj na
vhod v omreZje.

Kriterijska funkcija, ki jo bomo maksimizirali, je:

max X, :f(xij) (7.2.)
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in je seveda posredno funkcija vseh pretokov v omrezju, saj je pretok blaga skozi
povratno zanko x,, enak vsoti vseh pretokov, ki gredo skozi omreZje (skupni pretocnosti

skozi omreZzje).

Ravnotezje tokov za vsako vozlis¢e zapiSemo z naslednjimi Kirchoffovimi ravnoteznimi

enacbami , pri Cemer za vsa vozliS¢a uporabimo izraz (7.1.) (glej tudi sliko 110.):

Xop = Xpp + X5+ Xy (vozlisce 1)

Xip T X3 = Xp3 + X5 (VOle.fée 2)

Xp3 + Xy = Xy + Xy + X35 + X5 (vozlisce 3)

Xy T X3y = Xy (vozlisce 4) (7.3)
Xys F Xys + X5 = X5 + Xy (vozlisce 5)

Xyg T Xyg + Xsg = Xg5 + X, (vozlisce 6)

Xs; + Xg7 = Xy (vozlisce 7)

torej za vsa vozlis€a opazujemo tokove, ki pritekajo vanje, ter tokove, ki odtekajo iz njih.
Pri tem na levih straneh straneh enacb tvorimo vsoto pritekajo¢ih tokov, na desnih

straneh enacb pa vsoto odtekajocih tokov, za vsako vozliS¢e posebe;.

Upostevati moramo $e preostale omejitve, kjer poudarimo maksimalno kapaciteto vsake
povezave, skozi kateri gre lahko najve¢ji moZen pretok blaga (glej sliki 109. in 110.).
Tako dobimo:

X, <5, x,;<6, x,<5, x,,<2, x,,<3,

7.4.
Xy <2, Xy 3, X35 <3, x36<7, x4 <5, (7.4.)
X <1, x,;<8, x,5<1, x,<7

x; 20

V izrazu (7.4.) smo seveda tudi upostevali, da pretoki blaga ne morejo biti negativni.

Ce sedaj strnemo izraze (7.2.), (7.3.) in (7.4.) ter jih zapiSemo v kompaktni pregledni

obliki, dobimo klasi¢en problem linearnega programiranja:
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max X,

Xy =X, + X5+ X, (vozlisce 1)
Xpp Xy = Xy + Xos (vozlisce 2)

Xp3 + Xy = Xy + Xy + Xy + X5 (vozlisce 3)

Xig T X34 = Xyg (vozlisce 4)
Xy5 F Xy5 + X5 = X5 + Xy (vozlisce 5)
Xyo + Xy + Xgg = X5 + X5 (vozlisce 6) (7.5
Xs7 + Xg7 = X7 (vozlisce 7)

X, <5, x;56, x,<5, x,,<2, x,, <3,
X <2, x3, <3, X553, xs <7, x,,<5,
X <1, x,;,<8, x,5<1, x,<7

xél.ZO

Seveda je potrebno izraze (7.5.) Se predelati v primerno obliko za reSevanje z

racunalniSkim programom. Dobljena optimalna reSitev, ki bo upoStevajo¢ ravnotezne
enacbe in omejitve kapacitet vej maksimizirala odlocitveno spremenljivko x,,, bo

omogocila, da bomo lahko izracunali maksimalen pretok blaga, ki ga lahko poSljemo
skozi mesto. V skladu s tem se bodo seveda tudi odlocitvene spremenljivke x; v omreZju

nastavile na tak§no optimalno vrednost, da bo dosezen maksimalen pretok blaga.

Primer 2:

Za dano mrezo nastavite matemati¢ni model za problem maksimalnega pretoka skozi
omreZzje v obliki linearnega programa! Pri tem so na povezavah na sliki oznacene
kapacitete posameznih pretokov (v mio sodékov nafte na uro).

A
3
e S
o e 1
4 ~
29 .
o 2 1./‘—“\/ 3 p S5 2 “'_“\\
o —{(1) ~{2) -{ i)
\“--'/‘\-\‘a R
R v 3 a ¥ .
S il /" 2
e S -

Slika 111.: Podana mreZa naftne infrastrukture, kjer Zelimo ugotoviti, kolikSen
maksimalen promet sod¢kov nafte lahko spravimo skozi omrezje
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Najprej moramo na sliki 111. vpeljati vse odloCitvene spremenljivke x;, ki predstavljajo

pretok blaga iz vozlis€a i v vozliS¢e j, ozna¢imo tudi navidezno povratno zanko iz izhoda
iz omreZja nazaj na vhod v omreZje, katere pretok blaga skoznjo x, je enak vsoti vseh

pretokov, ki gredo skozi omrezje (skupni preto¢nosti skozi omrezje). Tako pridemo do
slike 112.

.(/ ~
. |
NG Xy sty
4 i %
,./ /{; v
12 e £ 2 N
(50 )——( 1) - (2 }— - si)
\___,-/\'\\_\ “*s0.,1 \__// ““’1‘* \__/‘ 9 si
Tty X 3 a __/ /‘/
e 02 e _~
xG - x:!’ 50

Slika 112.: Vpeljava odlocitvenih spremenljivk x;, ki predstavljajo pretok sod¢kov nafte

iz vozlis€a i v vozlisce j. Vpeljava navidezne povratne zanke iz izhoda iz omreZja nazaj
na vhod v omreZzje.

Kriterijska funkcija, ki jo bomo maksimizirali, je:

max x,=max x; = f(x;) (7.6.)

in je seveda posredno funkcija vseh pretokov v omrezju, saj je pretok blaga skozi
povratno zanko x, enak vsoti vseh pretokov, ki gredo skozi omrezje (skupni preto¢nosti

skozi omrezje).

Ravnotezje tokov za vsako vozlis¢e zapiSemo z naslednjimi Kirchoffovimi ravnoteznimi

enacbami , pri Cemer za vsa vozliS¢a uporabimo izraz (7.1.) (glej tudi sliko 112.):

Xo=X,,+X (vozlisce so)

so,1 50,2

X, =X,+x, (vozlisce 1)

so,1

(7.7.)
X, +X,,=x,,; (vozlisce 2)

X;3=X (vozlisce 3)

X, t X ,=x,  (vozlisce si)
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torej za vsa vozlis€a opazujemo tokove, ki pritekajo vanje, ter tokove, ki odtekajo iz njih.
Pri tem na levih straneh straneh enacb tvorimo vsoto pritekajo¢ih tokov, na desnih

straneh enacb pa vsoto odtekajocih tokov, za vsako vozliS¢e posebe;.

Upostevati moramo Se preostale omejitve, kjer poudarimo maksimalno kapaciteto vsake
povezave, skozi kateri gre lahko najvecji mozen pretok blaga (glej sliki 111. oz. 112.).
Tako dobimo:

X, <2

X,, <3

X,<3

x;<4 (7.8.)
X, S2

Xy <1

xUZO

V izrazu (7.8.) smo seveda tudi upoStevali, da pretoki blaga ne morejo biti negativni.

Ce sedaj strnemo dobljene izraze ter jih zapiSemo v kompaktni pregledni obliki, dobimo

klasi¢en problem linearnega programiranja:

max X,
ravnoteZne enacbe :

Xo=X,,+X (vozlisce so)

so,1 50,2
X, =X, +x; (vozlisce 1)

X, +X,,=X,,; (vozlisce 2)

50,2
X3=Xy (vozlisce 3)
X, + Xy, =X, (vozlisce si)
.. (7.9.)
omejitve :
Xy $2
X,, <3
x,<3
x;<4

x2,xi S 2
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IzkaZe se, da je optimalna reSitev linearnega programa (7.9.) naslednja:

(7.10.)

+x - x2,xi + x3,si -

so,1 50,2

X, =X
in jo dobimo s simpleksnim programom za reSevanje problemov linearnega

programiranja v enem izmed ustreznih orodij (Scilab, Matlab, LINGO, itn).

1z optimalne reSitve (7.10.) pa se da povleci naslednji sklep:

Maksimalen mozZen pretok je 3 mio sod¢kov nafte na uro od izvora so do ponora si,
pri €emer se poslje 1 mio sod€kov po poti s0-1-2-si, 1 mio sod&kov po poti s0-1-3-si,
ter 1 mio sodékov po poti s0-2-si

Primer 3:

Za dano mreZo nastavite matemati¢ni model za problem maksimalnega pretoka skozi
omreZje v obliki linearnega programa! Pri tem so na povezavah na sliki 113 oznacene

kapacitete posameznih pretokov.

y

&
<

Slika 113.: Podana mreza, kjer Zelimo ugotoviti, kolikSen maksimalen promet blaga
lahko spravimo skozi omreZzje
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Najprej moramo na sliki 113. vpeljati vse odloCitvene spremenljivke x;, ki predstavljajo

pretok blaga iz vozli§¢a 1 v vozli§¢e j, ozna¢imo tudi navidezno povratno zanko iz izhoda
iz omreZja nazaj na vhod v omreZje, katere pretok blaga skoznjo x,, je enak vsoti vseh

pretokov, ki gredo skozi omrezje (skupni preto¢nosti skozi omrezje). Tako pridemo do
slike 114.

A 4

<
<

Slika 114.: Vpeljava odlo€itvenih spremenljivk x;, ki predstavljajo pretok blaga iz

vozlis€a i v vozlisce j. Vpeljava navidezne povratne zanke iz izhoda iz omreZja nazaj na
vhod v omrezje.

Kriterijska funkcija, ki jo bomo maksimizirali, je:

max x,; =f(x;) (7.11.)

in je seveda posredno funkcija vseh pretokov v omreZju, saj je pretok blaga skozi
povratno zanko x,, enak vsoti vseh pretokov, ki gredo skozi omreZje (skupni preto¢nosti

skozi omrezje).

Ravnotezje tokov za vsako vozliS¢e kot v prejSnjih primerih zapiSemo s Kirchoffovimi
ravnoteznimi enacbami, pri ¢emer za vsa vozli§¢a uporabimo izraz (7.1.) (glej tudi sliko
114.). Poleg tega moramo upoStevati Se preostale omejitve, kjer poudarimo maksimalno
kapaciteto vsake povezave, skozi kateri gre lahko najvecji mozen pretok blaga (glej sliki
113. oz. 114.). Ce torej strnemo vse izraze (kriterijska funkcija, Kirchoffove enacbe,
omejitve glede maksimalnih kapacitet povezav) ter jih zapiSemo v kompaktni pregledni

obliki, dobimo naslednji problem linearnega programiranja:
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max X,

Xy = Xy + X3 (vozlisce 1)

Xy = Xpy + Xy + X6 (vozlisce 2)

Xi3 Xy = X35+ Xy (vozlisce 3)

Xoy = Xy T Xyg (vozlisce 4)

Xzs + Xgs = X5 (vozlisce 5)

Xpo + Xy + Xy = X5 + X, (vozlisce 6) (7.12.)
Xyg T Xsg + Xg7 = Xy (vozlisce 7)

x, <10, x;<10, x,, <1, x,, <8, x,, <6,
X5 <12, x50 <4, x,6<3, x,, <7, x5 <8,
Xs <2, x5 <2

xél.ZO

7.2 Resevanje problema maksimalnega pretoka s Ford Fulkersonovim
algoritmom

Algoritem je bil razvit s strani L.R. Forda in D.R. Fulkersona leta 1956. Gre za pogosto
uporabljan algoritem, ko poskuSamo dolociti maksimalen pretok, ki gre lahko skozi neko
omreZje na poti od izvornega do ciljnega vozliS¢a. Algoritem poskuSa najti takSne
uspeSne poti med izvorom in ponorom, ki lahko poSljejo ve¢ dodatnega pretoka med
doti¢nima vozliS¢ema [12]. To pomeni, da ima vsak od teh poti zmoZnost povecanja
skupnega pretoka skozi omreZzje, zato jim pravimo tudi razSirjene poti (augmenting paths)
[12].

Pri danem omrezju je prvi korak, da poiS€emo ustrezno razSirjeno pot od izvora do
ponora, pri ¢emer je pretok preko te poti o€itno enak minimumu kapacitet na povezavah
vzdolZ te poti. TakSnemu pretoku pogosto pravimo tudi razSirjen pretok (augmenting
flow). Ko je doti¢ni pretok poslan skozi omreZje, nato skuSamo ugotoviti, ¢e se da
skozenj poslati Se kaj dodatnega pretoka preko drugih razSirjenih poti. To preverjanje
izvedemo z vpeljavo pojma takoimenovanega residualnega omreZzja. Pri tem omreZju so

kapacitete nesaturiranih povezav (kjer je nivo pretoka niZji od kapacitete) reducirane z
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vrednostjo razSirjenega pretoka [12]. Kar se pa tiCe saturiranih povezav, so le-te
odstranjene iz residualnega omreZja in nadomescene s povezavami v nasprotni smeri, ki

imajo enako kapaciteto kot originalne saturirane povezave [12].

Postopek se nadaljuje z iskanjem preostalih razSirjenih poti, za katere bi se lahko poslalo
Se veC razSirjenih pretokov skozi residualno omreZje. Algoritem se konca, ko ni vec
mozno poslati nobenega novega razSirjenega pretoka skozi residualno omreZje.
Maksimalni pretok kot konc¢ni rezultat pa nato dobimo tako, da seStejemo vse razSirjene

(delne) pretoke, ki smo jih generirali v posameznih fazah postopka [12].

Princip delovanja algoritma bomo ponazorili na naslednjem primeru [12].

Primer:

Za omreZje na sliki 115 poisc¢ite maksimalen moZen pretok (od A do F) s pomoc¢jo Ford

Fulkersonovega algoritma.

Slika 114.: OmreZje, kjer bomo poiskali maksimalen pretok s Ford Fulkersonovim
algoritmom.

Na tem omrezju (ki je tudi zacetno residualno omrezje) poiS¢imo prvo razsirjeno pot,

denimo je to pot preko vozlisS¢ A-B-C-F, ki je ilustrirana na sliki 115.
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Slika 115.: Prva razSirjena pot (oznacena z odebeljeno ¢rto).

RazSirjen pretok skozi to razSirjeno pot je: min(30, 20, 30) = 20 enot. Pri tem sta
povezavi med A in B in C in F nesaturirani (ker je razSirjen pretok manjSi od njune

kapacitete 30), povezava B-C pa je saturirana (saj je razSirjen pretok enak kapaciteti 20).

Kot posledico tega dobimo residualno omrezje v nasledn;ji iteraciji, prikazano na sliki
116.

20 it

Slika 116.: Residualno omreZje v naslednji, 2. iteraciji

Kot je razvidno iz slike 116, se je kapaciteta nesaturiranih povezav A-B in C-F zmanjSala
za 20, saturirana povezava B-C pa je obrnila smer. V nadaljevanju na residualnem
omreZju na sliki 116 poiS¢imo novo razsirjeno pot, denimo je to pot preko vozlis¢ A-B-E-
F, ki je ilustrirana na sliki 117.
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Slika 117.: Druga razSirjena pot (oznacena z odebeljeno Crto).

RazSirjen pretok skozi to razSirjeno pot je: min(10, 15, 40) = 10 enot. Pri tem je povezava

med A in B saturirana, povezavi med B in E ter E in F sta pa nesaturirani.

Kot posledico tega dobimo residualno omrezje v nasledn;ji iteraciji, prikazano na sliki
118.

Slika 118.: Residualno omreZje v naslednji, 3. iteraciji

Kot je razvidno iz slike 118, se je kapaciteta nesaturiranih povezav B-E in E-F zmanjSala

za 10, saturirana povezava A-B pa je obrnila smer.

V nadaljevanju na residualnem omreZju na sliki 118 zopet poiS¢emo novo razsirjeno pot,
jo ustrezno ozna¢imo, ugotovimo nov razSirjen pretok, ter pridemo do novega
residualnega omrezja. Postopek na takSen nacin nadaljujemo toliko Casa, dokler ni vec
mogoce na residualnem omreZju najti nobene nove razsirjene poti. Slika 119 ponazarja

nadaljnje iteracije (3., 4., 5.) postopka, ki se o€itno konca po petih iteracijah. Pri tem so
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na levih slikah slike 119 oznacena nova residualna omreZja v posameznih iteracijah, na
desnih slikah pa nove razSirjene poti na teh omreZjih. Seveda le-te ni ve¢ mogoce dobiti v

zadnji iteraciji (zadnja desna slika), zato tudi ni nobene oznacbe z odebeljenim tiskom.

Slika 119.: Nadaljnje iteracije Ford Fulkersonovega postopka (na levi so residualna
omreZja, na desni pa oznacene razsirjene poti)
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Kot je razvidno iz slike 119, smo v 3. iteraciji tvorili raz§irjen pretok v visini 30 enot, v 4.
iteraciji v viSini 20 enot, v peti iteraciji pa smo koncali postopek, saj ni ve¢ mozno najti

nobene raz$irjene poti od izvora do ponora.

Maksimalen pretok dobimo kot vsoto vseh razSirjenih (delnih) pretokov v posameznih
iteracijah postopka. Njegova vrednost je: 20+10+30+20 = 80 enot. TakSna je torej

maksimalna vrednost pretoka, ki ga lahko spravimo skozi omreZje na sliki 114.

Zanima nas tudi, na kakSne dele se ta pretok razdeli, ko potuje preko posameznih

povezav omreZja na sliki 114. To lahko ugotovimo tako, da tvorimo tabelo na sliki 120

(glej tudi slike 115 do 119).

- Itefécij; - razsirjena pot .razéirjen“pretok
' S B e e
2 A—-B—=FE—F 10
3 =T 30
4 A—D—=FE—F 20)
3

/ )
Slika 120.: RazSirjene poti in razSirjeni pretoki v posameznih iteracijah postopka

Ocitno povezava A-B nosi 20+10 = 30 enot pretoka, A-F 30 enot, A-D 20 enot, B-C 20
enot, B-E 10 enot, D-E 20 enot, C-F 20 enot, ter E-F 10+20 = 30 enot. Tako se torej

maksimalen pretok porazdeli po posameznih povezavah omrezja na sliki 114.
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8 ALGORITMI ZA RESEVANJE PROBLEMA
TRGOVSKEGA POTNIKA

Problem trgovskega potnika (PTP) sodi v skupino zelo zahtevnih NP - tezkih problemov
s podro¢ja kombinatori¢ne optimizacije, ki se pojavlja v Stevilnih aplikacijah s podroc¢ja
operacijskih raziskav in racunalniskih znanosti [15, 16, 19]. Kot smo spoznali v prejSnjih
poglavjih, matemati¢no gledano ta problem preprosto formuliramo takole: V uteZenem
cikel poiskati minimalni Hamiltonov cikel. Torej je potrebno poiskati cikel, ki predstavlja
takSen minimalen sprehod po grafu, pri katerem je vsaka tocka, razen prve in zadnje,

zajeta natanko enkrat. Pri tem je uteZ sprehoda vsota uteZi njegovih povezav.

V prakticnem smislu PTP npr. pomeni, kako poiskati takSno krozno pot, da bomo
obiskali vsa mesta in da bo hkrati ta na$ sprehod ¢im cenejsi. Pogoj pa je seveda, da

poznamo, koliko nas stane prehod iz enega mesta v drugo.

PTP je izredno kompleksen problem, zato tezimo k takSnim algoritmom, ki dovolj hitro
najdejo priblizno optimalno pot, z natancnostjo, ki je zadovoljiva z vidika danega
problema. Nacinov iskanja reSitve takSnih problemov je sicer vec, najbolj optimalne
reSitve pa vecinoma ne zagotavlja noben nacin [15, 16, 19]. Dobimo lahko le priblizne
reSitve. Torej, takSne reSitve niso nujno najboljSe, so pa sprejemljive in dobljene z

. . 1
razumno vloZenim trudom.

Problem trgovskega potnika ima Ze dolgo zgodovino v svetu operacijskih raziskav. Ko so
se v zaCetku petdesetih pojavili prvi pomebne;jsi rezultati v kombinatori¢ni optimizaciji in

operacijskih raziskavah (linearno programiranje, prirejenje, pretoki, razporejanje

" Ce bi problem trgovskega potnika resevali tako, da bi preiskali vse moZnosti, bi se mnogi deli poti
ponavljali in izra¢unavali bi veliko neoptimalnih mozZnosti. Pregledovanje vseh moZznosti bi bilo predrago,
ne glede na to, kako zmogljiv raunalnik bi imeli. Ce predpostavimo, da za en obisk vozli§¢a potrebujemo 1
nanosekundo, bi za pregled grafa z 10 vozliS¢i potrebovali dobre pol minute, za pregled grafa s 15 vozlisci,
pa bi potrebovali Ze veC kot pol leta. Iskanje optimalne reSitve je pogosto prezahtevno, zato se zadovoljimo
s pribliznimi reSitvami, katerih kakovost je Se zadovoljiva, Cetudi obi¢ajno ne tudi popolnoma optimalna
[15, 16, 19].
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poslov,...), je bila trdovratnost PTP deleZzna toliko vecje pozornosti. Prvi vecji preboj v
iskanju dokazljivo optimalne poti se je zgodil leta 1954, ko so G. B. Dantzig, D. R.
Fulkerson in S. M. Johnson reSili problem trgovskega potnika na mnozici 49 mest v
Zdruzenih Drzavah Amerike. Naslednji dramati¢ni uspehi so sledili leta 1980, ko sta

Crowder in Padberg nasla dokazljivo optimalno pot za 318 mest [15, 16, 19].

TakSen problem pa se ne pojavlja samo pri trgovskem potniku v dobesednem smislu, pac¢
pa se z njim soocamo tudi marsikje drugod. Tako npr. pri vozniku dostavnega kamiona,
ki razvaza blago v trgovine, poStarju, ki mora raznositi poSto, uéencu, ki raznaSa vabila za
prireditev, delavcu, ki dela s strojem razli¢ne izdelke, pri Cemer Cas, odvisen za pripravo
stroja, zavisi od tega, kaj Zeli delati in kaj je delal prej, itn. Ta problem lahko prepoznamo
tudi pri pripravljanju hrane, kjer moramo cez razlicne faze pripravljanja, kjer se pri
predelavi izgubljajo vitamini, mi pa Zelimo, da bo izguba vitaminov najmanjSa. Problem
trgovskega potnika se lahko pojavi tudi v Stevilnih primerih prometa in transporta, kjer se
pod pojmom "trgovski potnik" lahko razumejo letala, ladje, tovornjaki, avtobusi, itn. V
vozlis¢ih, ki jih ta prevozna sredstva obiskujejo, pa se lahko vrsi prevzem ali oddaja

blaga ali/in potnikov [15, 16, 19].

Ceprav gre za zelo zahteven problem, je bilo za njegovo reSevanje razvitih Ze veliko
tehnik in metod, tako hevristicnih (ki poiScejo reSitev blizu optimalne), kot tudi
popolnoma optimalnih (poiscejo tocno reSitev). Nekatere najbolj poznane tehnike za

reSevanje problema trgovskega potnika so [15, 16, 19]:

e Pozre$ni algoritem,

e Algoritem najbliZjega soseda,

e Algoritmi za lokalno iskanje,

e Pristop s takoimenovano tehniko "Tabu search’,

¢ Pristop z metodo Razveji in omeji (Branch & Bound),
® Pristop z dinami¢nim programiranjem,

e Pristop s sestopanjem, itn.

112



Za te algoritme je znacilno, da temeljijo bodisi na gradnji cikla, bodisi na razporejanju

delov cikla, ali pa na Siritvi cikla v smislu minimalnega obhoda [15, 16, 19].

Seveda obstaja ve¢ kategorij problematike trgovskega potnika, tako npr. lo¢imo med
simetrinim in nesimetriénim problemom, problem ima lahko tudi doloCene omejitve, v
nekaterih primerih pride do ¢asovnih oken, ki jih je potrebno upoStevati, in podobno [15,

16, 19].

Pojasnimo $e nekoliko natan¢neje razliko med popolnoma optimalnimi in hevristi¢nimi
reSitvami [15, 16, 19]. Ker je PTP po svoji naravi kombinatorni problem, je potrebno iz
velike mnoZice moZnih reSitev (npr. moZznih poti prevoznih sredstev) izlusciti kar najbolj
optimalno resSitev. Pri iskanju slednje obi¢ajno teZimo k minimizaciji skupne stroSkovne
funkcije oz. minimalnim transportnim stroskom. Ce imamo na razpolago dovolj
racunalniSkega Casa, bomo pri reSevanju PTP brZzkone izbrali kakSnega od eksaktnih
algoritmov, ki nas bo vodil do popolnoma optimalne reSitve. Pri tem se poraba
racunalniSkega Casa meri v Stevilu elementarnih racunskih operacij, ki jih je potrebno
opraviti v najslabSem mozZnem primeru, da bi dosegli optimalno reSitev. V sploSnem
lo¢imo med "dobrimi" in "slabimi" algoritmi. Prvi spadajo v kategorijo takoimenovanih
polinomskih algoritmov, kjer je racunska kompleksnost proporcionalna doloceni
polinomski funkciji predstavnikov dimenzije problema. V nasprotju s temi algoritmi, pa
velja za slabe algoritme eksponentna (nepolinomska) odvisnost od predstavnikov
dimenzije problema. Med hevristi¢ne algoritme spadajo metode, ki so zasnovane na
izku$njah in intuiciji, s katerimi je mogoce najti "dobre reSitve" v "sprejemljivem" Casu
racunanja z racunalnikom. Naziv "hevristiCni" izhaja iz GrSke terminologije in pomeni
nekaj odkriti ali najti. V vecini zelo kompleksnih kombinatori¢nih problemov se vsekakor
izkaze, da nas zgolj hevristi¢ni algoritmi lahko v sprejemljivem casu pripeljejo do dobre

reSitve [15, 16, 19].

V nadaljevanju si bomo pogledali nekaj znacilnith metod, ki se najbolj pogosto

uporabljajo pri reSevanju klasi¢nega PTP [15, 16, 19].
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8.1 ResSevanje PTP z metodo razveji in omeji

Dan je graf G z matriko C, kjer je C, (nenegativna) vrednost povezave med vozlis¢ema i

in j, ki zavzame vrednost o, ¢e povezave med vozliS¢ema ni. Poiskati moramo krozno
pot (cikel) v grafu na takSen nacin, da vsako vozlisce obiS¢emo natanko enkrat in je vsota

povezav minimalna.

V sploSnem za strategijo resSevanja velja [15, 16, 19]:
e imamo n vozli$¢ in moramo vsa obiskati,
e poznamo vrednost (ceno, Cas,...) prehoda iz enega vozlis¢a v drugega,
e Zelimo ¢im ugodneje obiskati vsa vozliS¢a in priti na zacetek.

e Jahko za¢nemo v kateremkoli vozliSc¢u.

Pri metodi Razveji in omeji se uporablja ocenjevanje obetavnosti vozliS¢, postopek sta
leta 1958 predlagala Eastman in Croes, objavili pa leta 1963 Little, Murty, Sweeney in
Karel [15].

Prvi korak postopka je, da izdelamo spisek vseh moZnih povezav in njihovih cen, ter iz
tega sestavimo matriko sosednosti (glej poglavje 2), v kateri so vse mozZne povezave in
njihove vrednosti (povezave iz grafa oz. njihove uteZi torej prenesemo v matriko

sosednosti).

Za uporabo metode razveji in omeji potrebujemo primerno oceno spodnje meje dolZine
krozne poti, ki jo dobimo na osnovi matrike sosednosti. Iz vozliS¢a 1 do naslednjega
vozlisca krozne poti trgovski potnik potrebuje vsaj toliko, kot je dolga najkrajSa povezava
iz vozliS€a 1. Ker mora iz vozliS¢a 1 v natan¢no eno od preostalih vozlis¢, lahko
najmanjsi element v matriki sosednosti odstejemo od vseh ostalih v doloCeni vrstici te

matrike. Podobno velja za vse ostale vrstice.

Iz vsakega od vozliS¢ stopi trgovski potnik natanko enkrat. Toda tudi v vsako od vozlis¢

(razen v zacetno vozlis€e) pride trgovski potnik natanko enkrat, kar ga stane vsaj toliko,
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kot je oddaljeno najbliZje vozlis€e. Zato lahko tudi po stolpcih v matriki sosednosti
odStejemo vrednosti najmanjS$ih elementov. Pravimo, da smo pri prehodu iz enega v

drugo vozlisce opravili redukcijo matrike sosednosti oz. smo jo reducirali [15, 16, 19].

Reduciramo jo lahko na dva nacina, ki pa ne ponujata nujno enakega rezultata oz. enake

cene. Oba nacina redukcije pa sta pravilna. Poznamo torej [15, 16, 19]:

e Prvi nacin: najprej redukcija po vrsticah, nato redukcija po stolpcih.

¢ Drugi nacin: najprej redukcija po stolpcih, nato redukcija po vrsticah.

Kljucni princip metode je, da tvorimo vsote vseh odstetih vrednosti (v stolpcih in
vrsticah) pri redukciji spreminjajoce se matrike sosednosti tekom izgradnje ocene za
spodnjo mejo dolZine krozne poti v originalnem grafu oz. v prvotnem grafu. To seveda
tudi pomeni, da vse kroZzne poti stanejo vsaj toliko, kolikor je spodnja meja njihove

dolzZine.

Ker sme trgovski potnik v vsako vozli§¢e samo po enkrat, ima v vozliS¢u 1 na izbiro n-1
preostalih poti za dosego cilja, nato n-2, itn. Vse moZne kroZne poti trgovskega potnika
lahko s pomocjo redukcije spreminjajoCe se matrike sosednosti in ocenjevanja spodnje
meje dolZine kroZne poti opiSemo v takoimenovanem permutacijskem drevesu globine
n ali drevesu stanj [15, 16, 19]. Ko v tem drevesu po dolo¢eni veji prodiramo v njegovo
notranjost, pri tem dodajamo na novo obiskana vozlis¢a, pri vsakem prehodu vozlisca
spremenimo vrednost reducirane matrike sosednosti, ter tako gradimo oceno spodnje

meje dolZine kroZne poti.

Drevo stanj nam torej pomaga, da se reSevanje problema PTP vrsi veliko bolj pregledno
in da takoj opazimo, katera vrednost spodnje meje dolzine (delne) kroZne poti je
najmanjSa, kako pridemo do nje in ¢e ima katera druga dolZina (delne) kroZne poti
morebiti enako vrednost. Ce na primer neko kroZno pot gradimo v doloeno smer Ze do

Cetrtega vozliS¢a in nato ocenimo, da bi dala neka druga zacetna povezava v doloceno
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vozlis¢e manjSo vrednost ocene spodnje meje dolZine krozne poti, lahko spremenimo

smer in nadaljujemo po tej drugi zacetni povezavi.

Na koncu nas seveda zanima samo vrednost najcenejSe kroZne poti in pripadajoca veja v
drevesu stanj, zato vse ostale veje odstranimo iz drevesa stanj. Razvijemo ga torej tako,
da vedno potujemo v smeri najbolj obetavne veje. Ko dokoncno razvijemo drevo stanj oz.
ko pridemo do najcenejse resitve, ki obide vsa vozliSca, oklestimo iz njega »slabe veje«.
To so tiste veje, ki imajo ceno dolocene kroZne poti vecjo od tiste najbolj obetavne
(najcenejSe) krozne poti. Seveda imamo najcenejSo ocenjeno krozno pot (cikel) natanko
tedaj, ko upoStevamo vsa vozliS¢a na najbolj obetavni veji drevesa stanj, ki je edine

nismo oklestili.

V nadaljevanju si bomo ogledali primer, ki nam bo pomagal dodatno osvetliti princip

delovanja metode Razveji in omeji.

Primer:
Resite problem trgovskega potnika za graf na sliki 121 s pomocjo metode Razveji in

Omeji, pri Cemer poskuSajte poiskati najcenejSo pot skozi vsa vozlisca.

Slika 121.: Graf, kjer Zelimo resiti PTP s pomoc¢jo metode Razveji in omeji

Iz grafa na sliki 121 poskuSajmo najprej tvoriti matriko sosednosti, kar storimo v tabeli 1.
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w 10 | 15 | 40 | 38

12 o 21 | 32 | 48

13 27 | = 48 | 50

17 12 | 8 w 2

Nk~ W N -

4 7 24 | 38 | =

Tabela 1.: Matrika sosednosti originalnega grafa

Kot je razvidno iz slike 121 in tabele 1, prehod iz levega v desni element posamezne
vrstice pomeni prehod iz enega v drugo vozliS¢e (razen elementov v diagonali, saj iz
istega vozli§¢a ne moremo preiti nazaj v isto vozliSce, zato oznaka oo ). Nato reduciramo
matriko v tabeli 1 po vrsticah in nato po stolpcih. To pomeni, da najprej odStejemo od
vseh elementov matrike v tabeli 1 najmanjSo vrednost v vrsticah, kar ponazarja matrika v
tabeli 2. Nato pa Se od slednje odStejemo od vseh elementov najmanjSo vrednost v

stolpcih, kar ponazarja matrika v tabeli 3.

1 2 3 4 5

0 10 | 15 | 40 | 38 | -10
12 [ o |21 | 32 | 48 | -12
13 |27~ |48 |50 |-13
17 (12 |8 | |2 |-2
4 7 |24 38| |4

DN kW N

Tabela 2.: OdStetje najmanjSega elementa v vrsticah
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14 |« [35 |37
5 [10 |6 | |0

(P NGV S
o

0 |3 20 | 34 o
0| -0 S5 |1 -20 | -0

Tabela 3.: OdStetje najmanjSega elementa v stolpcih

Ko obe odstetji naredimo, dobimo kot rezultat reducirano matriko v tabeli 4.

1 2 3 4 5

1 e |0 [0 |10 |28
210 |« [4 |o |36
3010 |14 |« |15]37
4
5

15110 (1 o 0
0 |3 15 [ 14 | =

Tabela 4.: Reducirana matrika sosednosti

Zacetno spodnjo mejo (SM) dolZine krozne poti dobimo tako, da seStejemo odStete

elemente tako v tabeli 2, kot tudi tabeli 3. Pri tem dobimo:
SM = 10+124+134+2+4+0+0+5+20+0= 66 (8.1.)

Izraz (8.1.) pomeni, da v prvotnem grafu na sliki 121 vse kroZne poti stanejo vsaj 66 enot,
ni pa nujno, da obstaja res takSna krozna pot, ki bi stala 66 enot. To vrednost sedaj
vzamemo kot izhodiS¢e v drevesu stanj. Seveda velja, da se bo ta vrednost povecevala, ko

bomo napredovali po drevesu stanj in obiskovali vedno ve¢ vozlis¢.
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Tvorjenje delnih Kroznih poti na osnovi dveh obiskanih vozliS¢

V naslednjem koraku nadaljujemo postopek na osnovi reducirane matrike sosednosti v

tabeli 4, pri ¢emer nadaljujemo izgradnjo kroZne poti na osnovi povezav 1-2, 1-3, 1-4 in

1-5, kjer so 1, 2, 3, 4 in 5 seveda vozlisca iz slike 121.

Krozna pot s povezavo 1-2:

Sedaj v matriki v tabeli 4 vse elemente vrstice 1 in stolpca 2 postavimo na oo, prav tako

postavimo na oo tudi element druge vrstice in prvega stolpca (povezava 2-1), saj se iz

vozliS¢a 2 $e ne smemo vrniti v vozliS¢e 1. Nato dobljeno matriko zopet reduciramo po

vrsticah in stolpcih, kar ponazarja tabela 5, pri ¢emer v primeru samih oo vrednosti tudi

odstejemo vrednost 0.

DN W N -

2 3 4 5
o o | [0 o |-0
» |« |4 [0 |36]-0
0 |« | [15]37]-0
150« |1 |= [0 |-0
0 |« |15 14w |-0
0|0 |-1 |-0]-0

Tabela 5.: Nadaljnje odStetje najmanjSega elementa v vrsticah in stolpcih

Dobimo reducirano matriko za povezavo 1-2, ki je prikazana na tabeli 6.

B~ W o =

5

1 2 3 4 5
0 0 3 0 36
0 o © 15 37
15 o0 0 o 0
0 © 14 14 | ©

Tabela 6.: Reducirana matrika za povezavo 1-2
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Novo trenutno spodnjo mejo dolZine kroZne poti (za povezavo 1-2) dobimo tako, da
izrazu (8.1.) priStejemo vsoti odStetith elementov v vrsticah oz. stolpcih tabele 5, ter
vrednost elementa iz tabele 4, kjer sta se krizali vrstica in stolp oo vrednosti - vrednost

povezave 1-2 (ki je pa 0!). Tako dobimo:

SM = 66+0+0+1+0+0+0+0+0+0+0=67 (8.2))
Skupaj nas torej vsaka kroZna pot v naSem problemu, ki vsebuje povezavo 1-2, stane 67

enot ali vec.

Krozna pot s povezavo 1-3:

Sedaj v matriki v tabeli 4 vse elemente vrstice 1 in stolpca 3 postavimo na oo, prav tako
postavimo na oo tudi element tretje vrstice in prvega stolpca (povezava 3-1), saj se iz
vozliS¢a 3 e ne smemo vrniti v vozliS§€e 1. Nato dobljeno matriko zopet reduciramo po

vrsticah in stolpcih, kar ponazarja tabela 7.

0 o) 0 0 0 _0

0 |« © 0 36 | -0
© 114 [ = 15 | 37 | -14
15110 | = 0 0 -0
0 |3 © 14 | » -0
010 [0 ]-0(-0

Tabela 7.: Nadaljnje odStetje najmanjSega elementa v vrsticah in stolpcih

Dobimo reducirano matriko za povezavo 1-3, ki je prikazana na tabeli 8.

0 o 0 0 0

0 w [ |0 |36
© 0 (» |1 |23
I5 |10 | = [O
0 3 |~ 14 | ©

Tabela 8.: Reducirana matrika za povezavo 1-3
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Novo trenutno spodnjo mejo dolZine kroZne poti (za povezavo 1-3) dobimo tako, da
izrazu (8.1.) priStejemo vsoti odStetith elementov v vrsticah oz. stolpcih tabele 7, ter
vrednost elementa iz tabele 4, kjer sta se krizali vrstica in stolp oo vrednosti - vrednost

povezave 1-3 (ki je pa 0!). Tako dobimo:
SM = 66+0+0+14+0+0+0+0+0+0+0=80 (8.3.)

Skupaj nas torej vsaka kroZna pot v naSem problemu, ki vsebuje povezavo 1-3, stane 80

enot ali vec, kar je drazje kot pri povezavi 1-2 (le 67 enot).

Krozna pot s povezavo 1-4:

Sedaj v matriki v tabeli 4 vse elemente vrstice 1 in stolpca 4 postavimo na oo, prav tako
postavimo na oo tudi element Cetrte vrstice in prvega stolpca (povezava 4-1), saj se iz
vozlis¢a 4 Se ne smemo vrniti v vozliS¢e 1. Nato dobljeno matriko zopet reduciramo po

vrsticah in stolpcih, kar ponazarja tabela 9.

0 0 0 o) o _0

0 o |4 [ = |36]-0
0 14w [= |37]-0
© 01 [= |0 |-0
0 3 I5]* |« |-0
0 |-3|-1|-0]-0

Tabela 9.: Nadaljnje odstetje najmanjSega elementa v vrsticah in stolpcih

Dobimo reducirano matriko za povezavo 1-4, ki je prikazana na tabeli 10.

0] |3 [= |36
0111 |w |[= [37

o | 7 0 © 0
010 14 | » ©

Tabela 10.: Reducirana matrika za povezavo 1-4

121



Novo trenutno spodnjo mejo dolZine kroZne poti (za povezavo 1-4) dobimo tako, da
izrazu (8.1.) priStejemo vsoti odStetith elementov v vrsticah oz. stolpcih tabele 9, ter
vrednost elementa iz tabele 4, kjer sta se krizali vrstica in stolp oo vrednosti - vrednost

povezave 1-4 (ki je 10!). Tako dobimo:
SM = 66+0+3+1+0+0+0+0+0+0+0+10=80 (8.4.)

Skupaj nas torej vsaka kroZna pot v naSem problemu, ki vsebuje povezavo 1-4, stane 80

enot ali vec, torej enako kot pri povezavi 1-3.

Krozna pot s povezavo 1-5:
Postopek je popolnoma enak kot pri povezavah 1-2, 1-3 in 1-4. Kot se izkaZze, dobimo

naslednji rezultat za oceno spodnje meje te delne kroZne poti:
SM = 66+4+28=98 (8.5.)

kjer je vrednost 4 doprinesla vsota odStetih elementov v vrsticah oz. stolpcih, vrednost 28
pa je vrednost elementa iz tabele 4, kjer se kriZata vrstica in stolp oo vrednosti - vrednost

povezave 1-5.

Ce primerjamo izraze (8.2.), (8.3.), (8.4.) in (8.5.), opazimo, da je med delnimi kroZnimi
potmi, ki jih tvorijo povezave 1-2 (67 enot), 1-3 (80 enot), 1-4 (80 enot) in 1-5 (98 enot),
oCitno najobetavnejSa povezava 1-2, saj stane 67 enot ali ve¢. Na sliki 122 je ilustrirano
drevo stanj, ¢e prodremo v globino do 2. nivoja, to je do dveh obiskanih vozlis¢, pri
¢emer upoStevamo izraze (8.1.), (8.2.), (8.3.), (8.4.) in (8.5.).

_-lr.:
1 | |
B |~ O D 2

&7 20 80

B

A

o
oo

Slika 121.: Trenutno drevo stanj, kjer so oznacene ocene spodnje meje delne kroZzne poti
pri dveh obiskanih vozlis¢ih (dva nivoja drevesa stanj)
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Kot je razvidno iz slike 121, so v kvadratih zgoraj oznacene Stevilke vozlis¢, ki smo jih
obiskali, spodaj pa ocena SM, ki govori o ceni, ki jo moramo placati, da obiS¢emo

posamezne kombinacije dveh vozliS¢ pri izhodiS¢u iz vozliscéa 1.

Naceloma moramo sedaj v trenutnem drevesu stanj na sliki 121 nadaljevati s prodiranjem
v njegovo globino, tvoriti Se njegove nadaljnje nivoje, pri tem dodajati Se nadaljnja na
novo obiskana vozli$€a, ter tako graditi nadaljnjo oceno spodnje meje dolzine kroZne

poti.
Denimo najprej nadaljujemo s prodiranjem v tretji nivo drevesa preko bloka A na sliki
121, torej nadaljujemo iz povezave 1-2 (saj zaenkrat zgleda naobetavnejSa) in ustvarimo

nove povezave: 1-2-3, 1-2-4 in 1-2-5.

Tvorjenje delnih kroznih poti na osnovi treh obiskanih vozliS¢ z izhodiSéem iz

povezave 1-2

Krozna pot s povezavo 1-2-3:

Sedaj v matriki v tabeli 6 vse elemente vrstice 2 in stolpca 3 postavimo na oo, prav tako
postavimo na o tudi element tretje vrstice in prvega stolpca (povezava 3-1), saj se iz
vozliS¢a 3 Se ne smemo vrniti v vozli§¢e 1. Nato dobljeno matriko zopet reduciramo po

vrsticah in stolpcih, kar ponazarja tabela 11.

o0 | 0O o0 o0 o0

o0 | O o0 o0 o0

15|00 |0 |0 |0

0 |0 |0 |14 |

Tabela 11.: Reduciranje matrike pri kroZni poti s povezavo 1-2-3

Ce najprej odtejemo najmanjsi element v vseh vrsticah tabele 11, dobimo same niéle pri
tem odstetju, razen vrednosti 15 pri 3. vrstici. Ce nato odstejemo najmanjsi element $e v

vseh stolpcih, pa dobimo same nicle pri tem odStetju (in ni¢ ve¢ ne spremenimo).
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Tako dobimo reducirano matriko za povezavo 1-2-3, ki je prikazana na tabeli 12.

o0 | O o0 o0 o0

o0 | O o0 o0 o0

w o | |0 22

15|00 |0 |0 |0

0 | |0 |14 |

Tabela 12.: Reducirana matrika za povezavo 1-2-3

Novo trenutno spodnjo mejo dolZine kroZne poti (za povezavo 1-2-3) dobimo tako, da
izrazu (8.2.) priStejemo vsoti odStetih elementov v vrsticah oz. stolpcih tabele 11 (le
vrednost 15!), ter vrednost elementa iz tabele 6, kjer je prislo do novega kriZzanja vrstice

in stolpa oo vrednosti - vrednost povezave 2-3 (ki je 3!). Tako dobimo:

SM =67+15+3=85 (8.6.)

Skupaj nas torej vsaka krozna pot v nasem problemu, ki vsebuje povezavo 1-2-3, stane 85

enot ali vec.

Krozna pot s povezavo 1-2-4:

Sedaj v matriki v tabeli 6 vse elemente vrstice 2 in stolpca 4 postavimo na oo, prav tako
postavimo na oo tudi element Cetrte vrstice in prvega stolpca (povezava 4-1), saj se iz
vozlis¢a 4 Se ne smemo vrniti v vozliS¢e 1. Nato dobljeno matriko zopet reduciramo po

vrsticah in stolpcih, kar ponazarja tabela 13.

o | 0O e} o0 o0

o0 o0 o0 o0

0
0 |0 |0 |0 |37

8

0 0 o)

e}

o |14 |0 |

Tabela 13.: Reduciranje matrike pri kroZni poti s povezavo 1-2-4
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Ce najprej od$tejemo najmanjsi element v vseh vrsticah tabele 13, dobimo same ni¢le pri
tem odstetju. Ce nato od3tejemo najmanjsi element $e v vseh stolpcih, zopet dobimo same
nicle pri tem odStetju. Torej tabela 13 Ze kar predstavlja reducirano matriko za povezavo

1-2-4.

Novo trenutno spodnjo mejo dolzine krozne poti (za povezavo 1-2-4) dobimo tako, da
izrazu (8.2.) priStejemo vsoti odStetih elementov v vrsticah oz. stolpcih tabele 13 (ki je pa
0!), ter vrednost elementa iz tabele 6, kjer je priS§lo do novega kriZanja vrstice in stolpa oo

vrednosti - vrednost povezave 2-4 (ki je pa tudi 0!). Tako dobimo:

SM =67+0+0=67 (8.7.)

Skupaj nas torej vsaka kroZna pot v naSem problemu, ki vsebuje povezavo 1-2-4, stane 67
enot ali ve¢. Ce primerjamo izraza (8.2.) in (8.7.), vidimo, da nas dodajanje novega

vozli§¢a 4 povezavi 1-2 ni prav ni€ stalo, saj je SM Se vedno 67.

Krozna pot s povezavo 1-2-5:

Sedaj v matriki v tabeli 6 vse elemente vrstice 2 in stolpca 5 postavimo na oo, prav tako
postavimo na oo tudi element pete vrstice in prvega stolpca (povezava 5-1), saj se iz
vozlis¢a 5 e ne smemo vrniti v vozliS€e 1. Nato dobljeno matriko zopet reduciramo po

vrsticah in stolpcih, kar ponazarja tabela 14.

o0 | 0O o0 o0 o0

o0 | O o0 o0 o0

0O [0 |0 |15 |

15|00 |0 | |

w o |14 |14 |00 |-14

Tabela 14.: Reduciranje matrike pri kroZni poti s povezavo 1-2-5

Ce najprej odtejemo najmanjsi element v vseh vrsticah tabele 14, dobimo same ni¢le pri
tem odstetju, razen vrednosti 14 pri 5. vrstici. Ce nato odstejemo najmanjsi element e v

vseh stolpcih, pa dobimo same nicle pri tem odStetju (in ni¢ ve¢ ne spremenimo).
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Tako dobimo reducirano matriko za povezavo 1-2-5, ki je prikazana na tabeli 15.

15| |0 © | o

Tabela 15.: Reducirana matrika za povezavo 1-2-5

Novo trenutno spodnjo mejo dolzine krozne poti (za povezavo 1-2-5) dobimo tako, da
izrazu (8.2.) priStejemo vsoti odStetih elementov v vrsticah oz. stolpcih tabele 14 (le
vrednost 14!), ter vrednost elementa iz tabele 6, kjer je priSlo do novega kriZanja vrstice

in stolpa oo vrednosti - vrednost povezave 2-5 (ki je 36!). Tako dobimo:
SM =67+14+36=117 (8.8.)

Skupaj nas torej vsaka krozna pot v naSem problemu, ki vsebuje povezavo 1-2-5, stane

117 enot ali vec.

Na sliki 122 je ilustrirano drevo stanj, ¢e prodremo v globino do 3. nivoja (preko bloka A
na sliki 121), to je do treh obiskanih vozIliS¢, pri cemer dodatno upoStevamo izraze (8.6.),

(8.7.)1n (8.8.).

Kot je razvidno iz slike 122, smo s pravkar opisanim manevrom ustvarili tri nove bloke
E, Fin G. Izmed povezav 1-2-3, 1-2-4 in 1-2-5 pa je ocitno najbolj obetavna povezava 1-

2-4, saj je cena zanjo 67 enot (za povezavi 1-2-3 in 1-2-5 pa bi bila cena 85 oz. 117 enot).
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E F G

Slika 122.: Trenutno drevo stanj, kjer so oznacene ocene spodnje meje delne kroZne poti
pri treh obiskanih vozlis¢ih, pot preko bloka A (trije nivoji drevesa stanj)

Zato si v nadaljevanju Se poglejmo, kaksne rezultate bi dobili, €e bi izraCune nadaljujevali
s prodiranjem v Cetrti nivo drevesa preko bloka F na sliki 122, torej ¢e bi nadaljevali iz

povezave 1-2-4 (saj zaenkrat zgleda naobetavnejSa) in ustvarili novi povezavi: 1-2-4-3 in

1-2-4-5.

Tvorjenje delnih kroznih poti na osnovi Stirih obiskanih vozliS¢ z izhodiS¢em iz

povezave 1-2-4

Krozna pot s povezavo 1-2-4-3:

Sedaj v matriki v tabeli 13 vse elemente vrstice 4 in stolpca 3 postavimo na oo, prav tako
postavimo na o tudi element tretje vrstice in prvega stolpca (povezava 3-1), saj se iz
vozli§¢a 3 Se ne smemo vrniti v vozlis¢e 1. Nato dobljeno matriko zopet reduciramo po

vrsticah in stolpcih, kar ponazarja tabela 16.
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Tabela 16.: Reduciranje matrike pri kroZni poti s povezavo 1-2-4-3

Ce najprej od$tejemo najmanjsi element v vseh vrsticah tabele 16, dobimo same ni¢le pri
tem odstetju, razen vrednosti 37 pri 3. vrstici. Ce nato odstejemo najmanjsi element e v

vseh stolpcih, pa dobimo same nicle pri tem odStetju (in ni¢ ve¢ ne spremenimo).

Tako dobimo reducirano matriko za povezavo 1-2-4-3, ki je prikazana na tabeli 17.

Tabela 17.: Reducirana matrika za povezavo 1-2-4-3

Novo trenutno spodnjo mejo dolZine kroZne poti (za povezavo 1-2-4-3) dobimo tako, da
izrazu (8.7.) priStejemo vsoti odStetih elementov v vrsticah oz. stolpcih tabele 16 (le
vrednost 37!), ter vrednost elementa iz tabele 13, kjer je prislo do novega kriZzanja vrstice

in stolpa oo vrednosti - vrednost povezave 4-3 (ki je pa 0!). Tako dobimo:

SM =67+37+0=104 (8.9.)

Skupaj nas torej vsaka kroZna pot v naSem problemu, ki vsebuje povezavo 1-2-4-3, stane

104 enote ali vec.
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Krozna pot s povezavo 1-2-4-5:

Sedaj v matriki v tabeli 13 vse elemente vrstice 4 in stolpca 5 postavimo na oo, prav tako
postavimo na oo tudi element pete vrstice in prvega stolpca (povezava 5-1), saj se iz
vozlis¢a 5 e ne smemo vrniti v vozliS€e 1. Nato dobljeno matriko zopet reduciramo po

vrsticah in stolpcih, kar ponazarja tabela 18.

o0 | O o0 o0 o0

oo | O o0 e} o0

0 | 0 o |

o0 | O o0 o0 o0

w |0 |14 |0 | |-14

Tabela 18.: Reduciranje matrike pri kroZni poti s povezavo 1-2-4-5

Ce najprej odstejemo najmanjsi element v vseh vrsticah tabele 18, dobimo same niéle pri
tem odstetju, razen vrednosti 14 pri 5. vrstici. Ce nato odstejemo najmanjsi element e v

vseh stolpcih, pa dobimo same nicle pri tem odStetju (in ni¢ ve¢ ne spremenimo).

Tako dobimo reducirano matriko za povezavo 1-2-4-5, ki je prikazana na tabeli 19.

Tabela 19.: Reducirana matrika za povezavo 1-2-4-5

Novo trenutno spodnjo mejo dolZine kroZne poti (za povezavo 1-2-4-5) dobimo tako, da
izrazu (8.7.) priStejemo vsoti odStetih elementov v vrsticah oz. stolpcih tabele 18 (le
vrednost 14!), ter vrednost elementa iz tabele 13, kjer je priSlo do novega kriZanja vrstice

in stolpa oo vrednosti - vrednost povezave 4-5 (ki je pa 0!). Tako dobimo:

SM =67+14+0=81 (8.10.)
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Skupaj nas torej vsaka kroZna pot v naSem problemu, ki vsebuje povezavo 1-2-4-5, stane

81 enot ali vec.

Na sliki 123 je ilustrirano trenutno drevo stanj, ¢e prodremo v globino do 4. nivoja (preko
bloka F na sliki 122), to je do Stirih obiskanih vozliS¢, pri ¢emer dodatno upoStevamo

izraza (8.9.) in (8.10.).

Kot je razvidno iz slike 123, smo s pravkar opisanim manevrom ustvarili dva nova bloka
H in I. Izmed povezav 1-2-4-3 in 1-2-4-5 pa je o€itno bolj obetavna povezava 1-2-4-5, saj

je cena zanjo 81 enot (za povezavo 1-2-4-3 pa bi bila cena 104 enote).

aé
_ | | | | |
2 ] 4 5
A &7 B B0 C BO D 98
|
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3 4 5
Bl 716G

R
V H|m4 g1 | |

Slika 123.: Trenutno drevo stanj, kjer so oznacene ocene spodnje meje delne kroZzne poti
pri Stirih obiskanih vozlis¢ih, pot preko blokov A in F (Stirje nivoji drevesa stanj)

Zal se izkaZe, da nadaljnji razvoj po 1. veji slike 123 ne bi dal najboljsih rezultatov. Zato
se moramo v nadaljevanju odlo¢iti za prodiranje vglobino drevesa po kaksni drugi veji,
denimo se odlo¢imo, da bomo nadaljevali z razvojem kroZne poti preko bloka B in

povezave 1-3.
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Tvorjenje delnih kroZznih poti na osnovi treh obiskanih vozliS¢ z izhodiSéem iz

povezave 1-3

Krozna pot s povezavo 1-3-2:
Na osnovi enakih postopkov kot pri tvorjenju prejSnjih delnih kroznih poti bi dobili

reducirano matriko, ki je prikazana v tabeli 20.

o0 o0 o0 o0 o0

0 | |®© 0 36

o0 o0 o0 o0

15| |© | |0
0 |©@ |© |14 |

Tabela 20.: Reducirana matrika za povezavo 1-3-2

Pri tem bi nas stala, kot se izkaZe, vsaka kroZna pot v naSem problemu, ki vsebuje

povezavo 1-3-2, naslednjo vrednost:
SM =80+0+0=80 (8.11.)

torej ne bi bila ni¢ draZja od povezave 1-3 (glej izraz (8.3.)).
Krozna pot s povezavo 1-3-4:

Na osnovi enakih postopkov kot pri tvorjenju prejSnjih delnih kroznih poti bi dobili

reducirano matriko, ki je prikazana v tabeli 21.
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Tabela 21.: Reducirana matrika za povezavo 1-3-4

Pri tem bi nas stala, kot se izkaZe, vsaka kroZna pot v naSem problemu, ki vsebuje

povezavo 1-3-4, naslednjo vrednost:
SM =80+3+1=84 (8.12))

torej bi bila za 4 enote drazja od povezave 1-3 (glej izraz (8.3.)).
Krozna pot s povezavo 1-3-5:

Na osnovi enakih postopkov kot pri tvorjenju prejSnjih delnih kroznih poti bi dobili

reducirano matriko, ki je prikazana v tabeli 22.
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Tabela 22.: Reducirana matrika za povezavo 1-3-5

Pri tem bi nas stala, kot se izkaze, vsaka kroZna pot v nasem problemu, ki vsebuje

povezavo 1-3-5, naslednjo vrednost:

SM =80+13+23=116 (8.13.)

torej bi bila za 36 enot drazja od povezave 1-3 (glej izraz (8.3.)).
Na sliki 124 je ilustrirano trenutno drevo stanj, ¢e prodremo v globino do 3. nivoja (preko
bloka B na sliki 123), to je do treh obiskanih vozliS¢ preko 2. veje drevesa, pri ¢emer

dodatno uposStevamo izraze (8.11.), (8.12.) in (8.13.).

Kot je razvidno iz slike 124, smo s pravkar opisanim manevrom ustvarili tri nove bloke J,
K in L. Izmed povezav 1-3-2, 1-3-4 in 1-3-5 pa je o€itno najbolj obetavna povezava 1-3-

2, saj je cena zanjo le 80 enot.
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Slika 124.: Trenutno drevo stanj, kjer so oznacene ocene spodnje meje delne kroZne poti.
Razvoj 2. veje drevesa preko bloka B.

Zato si v nadaljevanju Se poglejmo, kakSne rezultate bi dobili, ¢e bi izraCune nadaljevali s
prodiranjem v cetrti nivo drevesa preko bloka J na sliki 124, torej ¢e bi nadaljevali iz
povezave 1-3-2 (saj zaenkrat zgleda naobetavnejSa) in ustvarili novi povezavi: 1-3-2-4 in

1-3-2-5.

Tvorjenje delnih kroznih poti na osnovi Stirih obiskanih vozliS¢ z izhodiSéem iz

povezave 1-3-2

Krozna pot s povezavo 1-3-2-4:
Na osnovi enakih postopkov kot pri tvorjenju prejSnjih delnih kroznih poti bi dobili

reducirano matriko, ki je prikazana v tabeli 23.
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Tabela 23.: Reducirana matrika za povezavo 1-3-2-4

Pri tem bi nas stala, kot se izkaze, vsaka kroZna pot v nasem problemu, ki vsebuje

povezavo 1-3-2-4, naslednjo vrednost:

SM =80+0+0=80

(8.14.)

torej ne bi bila ni¢ drazja od povezave 1-3 (glej izraz (8.3.)) oz. povezave 1-3-2 (glej izraz

(8.11.)).

Krozna pot s povezavo 1-3-2-5:

Na osnovi enakih postopkov kot pri tvorjenju prejSnjih delnih kroznih poti bi dobili

reducirano matriko, ki je prikazana v tabeli 24.

0 | | |
© | | |

© | | |

15| | | -15
0 | | 14 -14
© | | |

0 | | o

0 | |

0 0 0

oo | oo 0 0

Tabela 24.: Reducirana matrika za povezavo 1-3-2-5

135



Pri tem bi nas stala, kot se izkaze, vsaka kroZna pot v nasem problemu, ki vsebuje

povezavo 1-3-2-5, naslednjo vrednost:
SM =80+29+36=145 (8.15.)

Na sliki 125 je ilustrirano trenutno drevo stanj, ¢e prodremo v globino do 4. nivoja (preko
bloka J na sliki 124), to je do Stirih obiskanih vozliS¢ preko 2. veje drevesa, pri ¢emer

dodatno uposStevamo izraza (8.14.) in (8.15.).

Kot je razvidno iz slike 125, smo s pravkar opisanim manevrom ustvarili dva nova bloka
M in N. Izmed povezav 1-3-2-4 in 1-3-2-5 pa je o€itno bolj obetavna povezava 1-3-2-4,

saj je cena zanjo Se vedno le 80 enot.
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Slika 125.: Trenutno drevo stanj, kjer so oznacene ocene spodnje meje delne krozne poti.
Nadaljnji razvoj 2. veje drevesa preko bloka J.

Zato si v nadaljevanju Se poglejmo, kakSne rezultate bi dobili, ¢e bi izraCune nadaljevali s
prodiranjem v peti, zadnji nivo drevesa (saj je 5 vozlis¢!) preko bloka M na sliki 125,
torej Ce bi nadaljevali iz povezave 1-3-2-4 (saj zgleda naobetavnejSa) in ustvarili Se

zadnjo novo povezavo: 1-3-2-4-5.

136



Tvorjenje konéne Kkrozne poti na osnovi petih obiskanih vozliS¢ z izhodiS¢em iz

povezave 1-3-2-4

Krozna pot s povezavo 1-3-2-4-5:

Ce opazujemo tabelo 23, kjer so same oo vrednosti in dve ni¢li (Getrta vrstica, peti stolp,
ter peta vrstica, prvi stolp), vidimo, da nas prehod iz 4. v 5. vozliS§¢e ne bo ocitno ni¢ vec
stal, prav tako tudi ne prehod iz 5. vozli§¢a nazaj v 1. vozlis¢e (kar je tokrat dovoljeno,

saj smo Ze obsli vsa vozliS¢a). SM torej ostaja enaka kot v izrazu (8.14.), torej 80 enot.

Na sliki 126 je ilustrirano trenutno drevo stanj, ki ga dobimo na osnovi tega zadnjega

manevra, ki nam je dal kot rezultat izgrajeno 2. vejo drevesa, ki vkljucuje tudi blok O in

kon¢no povezavo 1-3-2-4-5 preko blokov Z-B-J-M-O0.
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Slika 126.: Trenutno drevo stanj, kjer so oznacene ocene spodnje meje delne krozne poti.
Dokoncan razvoj 2. veje drevesa preko bloka M.

Ce sedaj opazujemo vse bloke na sliki 126, odkoder bi se e dalo nadaljevati z razvojem
kroZne poti do petega nivoja drevesa (bloki E, G, H, I, K, L, D, N), vidimo, da bi nas to

gotovo vedno stalo drazje kot pri dobljeni povezavi 1-3-2-4-5 s kon¢nim blokom O (kjer
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je SM = 80). Tudi v primeru, ¢e bi kroZno pot gradili iz bloka C, gotovo ne bi mogli priti
do boljSega rezultata, kve¢jemu slabSega. Zato sklepamo, da je dobljena kroZzna pot 1-3-
2-4-5-1 (Ce se Se vrnemo iz 5 nazaj v izhodiS¢no vozlis¢e 1), gotovo najboljSa oz.

najcenejsa.

Na koncu nas seveda zanima samo vrednost te najcenejSe krozne poti in pripadajoca veja
v drevesu stanj, zato vse ostale veje odstranimo iz drevesa stanj. Torej, ko dokoncno
razvijemo drevo stanj oz. ko pridemo do najcenejSe reSitve, ki obide vsa vozlisca,
oklestimo iz drevesa »slabe veje«. Tako pridemo do kon¢nega izgleda drevesa stanj,
prikazanega na sliki 127, kjer so oklestene slabe veje precrtane, veja z najboljSo kroZzno

potjo pa je posebej poudarjena.

4 e 1
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kroZno potjo

Slika 127.: Kon¢no drevo stanj, kjer smo oklestili slabe veje in pustili le vejo z najboljso
kroZno potjo

Na sliki 128 pa je podana reSitev za obravnavani problem trgovskega potnika s slike 121,

ki nam da najcenejSo krozno pot preko vseh vozlis¢.
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15+27+32+2+4=80

Slika 128.: ReSitev za obravnavani problem trgovskega potnika

8.2 ResSevanje problema PTP s pomoc¢jo metode najblizZjega soseda

Algoritem "najbliZzjega soseda" spada med razred algoritmov za konstrukcijo cikla.
Avtorji algoritma so Rosenkrantz, Stearns in Lewis (1977). Algoritem je sestavljen iz

naslednjih korakov [15]:

KORAK 1: Poljubno izberi zacetno vozlisce cikla.

KORAK 2: Poisci neuporabljeno vozlisce, ki je najbliZje zadnjemu vozliscu, vkljucenem v
cikel, ter ga tudi vkljuci v cikel.

KORAK 3: Ponavljaj korak 2, dokler se ne vkljucijo vsa vozlisca v cikel, ter se vrni v

zacetno vozlisce.

Delovanje algoritma bomo osvetlili na naslednjem primeru.

Primer:

Za graf, katerega vozliS§¢a in matrika sosednosti so prikazana na sliki 129, poisci

optimalen cikel trgovskega potnika s pomocjo algoritma najblizjega soseda. Kot

izhodisce izberi vozlisce 1.
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Resitev:

Zacnemo v vozliS€u 1 in opazujemo sliko 129. Vozlis¢u 1 je najbliZje vozliS¢e 2 (utez

75), zato slednjega vklju¢imo v cikel, ki se sedaj glasi: (1, 2). Vozlis¢u 2 je najblizje

vozlis¢e 3 (utez 90), zato slednjega tudi vkljucimo v cikel, ki se sedaj glasi: (1, 2, 3).

Vozlis¢u 3 je najblizje vozliSce 4 (utez 150), zato slednjega tudi vkljucimo v cikel, ki se

sedaj glasi: (1, 2, 3, 4). Na podoben nacin postopek nadaljujemo, ter postopoma

vklju¢imo Se preostala vozli§€a po vrstnem redu: vozliSce 5, vozliSce 6 in vozliS¢e 7. Na

koncu postopka Se spojimo vozlis¢i 7 in 1, torej se vrnemo v izhodis¢no vozlisce. Tako

smo ustvarili cikel, katerega kon¢na oblika se glasi: (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 1). Dobljeni cikel

je prikazan na sliki 130. Poudarimo Se, da pri iskanju najbliZzjega soseda nismo gledali

razdalj do vozliS¢, ki smo jih Ze vkljucili v cikel, pa€ pa le do Se nevkljucenih vozliS¢.
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Slika 129.: Vozlis¢a in matrika sosednosti danega grafa
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Slika 130.: Resitev PTP, kjer cikel tvorimo s pomoc¢jo metode najblizjega soseda

Delovanje algoritma osvetlimo Se na enem primeru.

Primer:
Za graf, prikazan na sliki 131, poiS¢i optimalen cikel trgovskega potnika s pomocjo

algoritma najblizjega soseda. Kot izhodiS¢e izberi vozlisce 5.

Izberimo (5)
“_ in poisCemo
najblizje
vozlisce (3)

e

Slika 131.: Dani graf, kjer Zelimo poiskati reSitev PTP s pomoc¢jo metode najblizjega
soseda

Na grafu na sliki 131 pois¢emo vozliscu 5 najbliZje vozlis¢e. Ocitno je to vozlisce 3, ki

ga vklju¢imo v cikel in dobimo sliko 132.
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Slika 132.: Vkljucitev vozlis¢a 3 v cikel

Na grafu na sliki 132 nato poiS¢emo vozliS¢u 3 najbliZje (neuporabljeno!) vozlisce.

Ocitno je to vozlisce 4, ki ga vklju¢imo v cikel in dobimo sliko 133.

Slika 133.: Vkljucitev vozlisca 4 v cikel

Postopek nadaljujemo, dokler ne obiS¢emo vseh preostalih vozlis¢, ter se vrnemo v

izhodiS¢no vozlis¢e. Rezultat za dobljeni cikel je prikazan na sliki 134.
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Slika 134.: Resitev PTP, kjer cikel tvorimo s pomoc¢jo metode najblizjega soseda

8.3 ReSevanje problemov PTP s pomocjo algoritmov vrivanja (Insertion
algorithms)

Rosenkrantz, Stearns in Lewis so razvili vecje Stevilo hevristicnih algoritmov za
reSevanje PTP problemov. Med temi algoritmi igrajo pomembno vlogo tudi
takoimenovani algoritmi vrivanja (Insertion algorithms) [15]. Pri teh algoritmih se v
k-tem izvajanju algoritma preucuje delna pot trgovskega potnika, ki je sestavljena iz k
vozlis¢. Problem je v tem, kam v to pot vriniti naslednje, Se neuporabljeno vozlisce, ter
katero vozlis¢e naj bo to. Tovrstna odlocitev se izvede v takoimenovanem "koraku
vrivanja". Glede na nacin, kam vriniti katero vozlis¢e, so omenjeni avtorji razvili vec¢
algoritmov, kot npr.: Algoritem najbliZjega vrivanja, Algoritem najcenejSega vrivanja,
Algoritem poljubnega vrivanja, Algoritem najdaljSega vrivanja, Algoritem najhitrejSega

vrivanja, itn.

V nadaljevanju si bomo pogledali algoritem najbliZjega vrivanja, ostale tipe tovrstnih

algoritmov pa lahko bralec zasledi v literaturi [15].
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8.3.1 Algoritem najbliZjega vrivanja pri resevanju PTP problema

Algoritem se sestoji iz naslednjih korakov [15]:

KORAK 1: Konstruiraj podgraf, ki se sestoji samo iz vozlisca i.

KORAK 2: Poisci tisto vozliscée k, za katerega je razdalja c, najmanjsa, kar pomeni

poiskati tiso vozlisce k, ki je najbliZe vozliscu i. Formiraj delno pot trgovskega potnika

(TP), ki se glasi: (i, k, i).

KORAK 3: Poisci tisto vozlisce k, ki ni vkljuceno v delno pot in je najbliZje tej poti
(vozlisce je najbliZje delni poti, ce je razdalja med njim in njemu najblizjem vozliscu (ki je
Ze v delni poti) manjsa od katerekoli razdalje med vozliS¢i izven poti in njim najbliZjimi

vozlis¢i znotraj poti).

KORAK 4: Poisci povezavo (i, j), ki je del delne poti in za katero velja najmanjsa

vrednost velicine c, + c,; —c; . Nato vrini vozlisce k med vozlisci i in j.

KORAK 5: Zakljuci z algoritmom, ko so vsa vozlisca vkljucena v pot trgovskega potnika.

V primeru, ce kaksno vozlisce Se ni vkljuceno, se vrni na korak 3.
Morda koraka 3 in 4 nista popolnoma razumljiva, zato jih razloZimo malce natancneje.

Na sliki 135 je prikazana dolocena delna pot trgovskega potnika, ter nekaj vozlis¢, ki Se

niso vkljucena v to pot.
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Slika 135.: Izbor vozli§¢a, ki naj bi bilo naslednje vkljuc¢eno v delno pot TP

Razlaga koraka 3 je naslednja. Delna pot TP se glasi: (a, b, c, d, e, ). Izven te poti se
nahajajo vozlisca g, h in i. Iz slike 135 se vidi, da je vozliS¢e g gotovo najblizje delni poti.
Razdalja c,, =4 med vozlis¢em g in njemu najbliZjim vozlis€em, ki je Ze vkljuceno v
1), ter njim napblizjim vozliS¢em znotraj poti (¢ oz. e). Ker velja:
¢,, =min{c, .c,,.c, ] =min{4,6,5} =4, je torej vozliie g tisto, ki ga je potrebno

naslednjega vkljuciti v delno pot TP.
V koraku 4 pa je potrebno dolociti pozicijo, kamor naj bi v delno pot vrinili vozlisce g, ki

smo ga dolocili v koraku 3. Razdalje med vozliS¢em g in vozlis¢i, ki so Ze vkljuCena v

delno pot, je prikazana na sliki 136.
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Vozlis¢a izven
delne poti

Slika 136.: Dolocanje pozicije v delni poti TP, kamor naj bi bilo vrinjeno vozlisce g.

V skladu s korakom 4 algoritma je potrebno tvoriti tudi izraze ¢, +c¢,; —c;, ki so za

primer iz slike 136 podani v tabeli 25.

Cag T Cgb - Cab 1
Cbg'[’cg:'cbc 6
Ceg T Cgd - Cod 16
Cdg + Cge - Cde 13
ch"" C.gf-ﬂgf 15

Tabela 25.: Vrednosti veli¢in ¢, +c¢,; —c; zasliko 136

Iz tabele 25 je razvidno, da velja: min{cik +¢y _Cij} =c, tc, —¢, =1, zato moramo v

skladu s korakom 4 ocitno vriniti vozlis¢e g v delno pot med vozliS¢ema a in b. Na takSen
nacin se bo tudi najmanj povecala dolZina delne poti TP, ko bomo vanjo vrinili novo

vozlisce g. Nova delna pot TP po vrinjenju vozlis¢a g je prikazana na sliki 137.
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Slika 137.: Nova delna pot TP po vrinjenju vozlisca g.

Princip delovanja obravnavanega algoritma bomo dodatno osvetlili Se na naslednjem

primeru.

Primer:
Za graf, katerega vozliS§¢a in matrika sosednosti so prikazana na sliki 129, poiSci
optimalen cikel trgovskega potnika s pomocjo algoritma najblizjega vrivanja. Kot

izhodisce izberi vozlisce 1.

Postopek poteka na popolnoma enak nacin, kot je bil razlozen v prejSnjem primeru. Na

slikah 138 do 143 je prikazana izgradnja delne poti TP v posameznih fazah postopka.

30 ]
1
a’_{/-. O7
40 o
5
Os6

Slika 138.: Delna pot TP (1, 2, 1)
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Slika 139.: Delna pot TP (1, 3, 2, 1)
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Slika 140.: Delna pot TP (1, 7, 3,2, 1)

@)
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Slika 141.: Delna pot TP (1,7, 4, 3,2, 1)
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Slika 142.: Delna pot TP (1,7, 5,4, 3,2, 1)
. i
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Slika 143.: Delna pot TP (1,7, 6, 5,4, 3,2, 1)

8.4 ReSevanje problemov PTP s pomocjo Clarke - Wrightovega
algoritma prihrankov

Clarke — Wrightov algoritem prihrankov je vsekakor eden najbolj poznanih algoritmov za
projektiranje poti prevoznih sredstev [15]. Se pa s pridom lahko uporabi tudi za reSevanje

problemov trgovskega potnika.

Denimo imamo dano vozlis¢e B, iz katerega izhaja in se vanj vraca trgovski potnik (glej
sliko 144). Na sliki 144 a) je prikazana prva moZna strategija premikanja potnika. To
pomeni, da potnik krene iz vozlis¢a B, obiS¢e vozliSce i, se vrne nazaj do B, obisce Se

vozli§¢e j, ter se vrne ponovno nazaj v vozlisce B.
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Slika 144.: IzraCunavanje prihrankov
V tem primeru je skupnja razdalja, ki jo je prepotoval, enaka:

2-d(B,i)+2-d(B,)) (8.16.)

Na sliki 144 b) je prikazana izboljSana strategija premikanja trgovskega potnika. V tem

primeru je skupna razdalja, ki bi jo prepotoval, enaka:
d(B.i)+d(i,j)+d (B, j) (8.17.)

Ocitno prihranek s(i,j) izboljSane strategije premikanja potnika glede na slabsSo dobimo

tako, da od izraza (8.16.) odStejemo izraz (8.17.). Pri tem dobimo:

s(i.j)=2-d(B.i)+2-d(B,j)-[d(B.i)+d (i, j)+d(B.j)]= (8.18.)
=d(B,i)+d (B, j)-d (i, )

Razumljivo je, da Zelimo, da je prihranek (8.18.) ¢im vecji. To z drugimi besedami

pomeni, vecji ko je prihranek (8.18.), bolj si Zelimo, da vozlis¢i i in j spojimo v eno pot v

okviru poti trgovskega potnika.

Clarke-Wrightov algoritem prihrankov za konstrukcijo poti trgovskega potnika je

sestavljen iz naslednjih korakov [15]:
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KORAK 1I: Izracunaj prihranke s(i, j)=d(B,i)+d (B, j)—d (i, j) za vsak par vozlis¢, ki

Jih je potrebno obiskati, kjer je B zacetno vozlisce.

KORAK 2: Izvrsi rangiranje vseh prihrankov in jih sortiraj po velikosti. Pri tem napravi

tabelo prihrankov, ki se zacne z najvecjim prihrankom.

KORAK 3: Pri opazovanju prihranka s(i, j) vkljuci pripadajoco povezavo (i,j) v delno pot
TP, ce velja ena od naslednjih moZnosti:
a) Ne vozlisce i, ne vozlisce j Se nista nikjer vkljuceni v sekvenco delne poti TP,
b) Sicer je eno izmed vozlisc i ali j Ze vkljuceno v sekvenco delne poti TP, hkrati
pa je to vozlisce tudi sosednje vozliscu B v sekvenci poti TP.
c) Obe vozlisci i in j sta Ze vkljuceni v sekvenco delne poti TP, hkrati pa sta ti

vozlis¢i tudi sosednji vozliscu B v sekvenci poti TP.

KORAK 4: Ko je tabela prihrankov v celoti obdelana (oz. vsa vozlisca zajeta v delni poti

TP), koncaj postopek.

Princip delovanja algoritma bomo osvetlili na naslednjem primeru.

Primer:

Za graf, katerega vozliS¢a in matrika sosednosti so prikazana na sliki 129, poiSci
optimalen cikel trgovskega potnika s pomocjo Clarke-Wrightovega algoritma. Kot

izhodisce izberi vozlisce 1.

V tabeli 26 so prikazane vrednosti prihrankov, izraCunane v skladu z izrazom (8.18.) za

vsak par vozliS¢, ki so sortirane od najve¢jega do najmanjSega prihranka.
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Povezava (i) Prihranek  Povezava (i,j) Prinranek ~ Povezava (i,j) Prihranek

(5.,6) 225 | (4.6) 135 | (2.6) 45
(4.5) 165 | (2.3) 120 {47 45
G4) ol | we]en 15
(6,7) 150 | (25) ' 75 | (3.6) _ 15
(2.4) 135 | 3.5) 60 | (3,7) 15

Tabela 26.: Rangirana tabela prihrankov

Pri konstrukciji delne poti TP za¢nemo s povezavo (5,6), ki ima najvecji prihranek.

Slednjega dobimo s pomocjo izraza (8.18.) (glej tudi sliko 129):

s(ij)=d(B.i)+d(B.j)~d (i) (8.19.)
5(5.6)=d (1,5)+d(1,6)—d (5,6) =135+180-90 = 225

Po vkljucitvi vozlis¢ 5 in 6 v delno pot TP se njena sekvenca glasi: (1, 5, 6, 1). Naslednja
povezava po velikosti prihranka je povezava (4,5). Tudi njen prihranek izratunamo s

pomocjo izraza (8.18.) (glej tudi sliko 129):

s(i,j)=d(B.i)+d(B. j)-d (i, )) (8.20.)
s(4,5)=d (1,4)+d(1,5)-d (4.5) =165+135-135=165

Sicer je vozliS€e 5 Ze vklju¢eno v sekvenco delne poti TP, vendar je v njej sosednje

vozli¢u 1. Zato lahko povezavo (4,5) vklju¢imo v delno pot TP, njena nova sekvenca pa

se glasi: (1,4, 5,6, 1).

Naslednja povezava po velikosti prihranka je povezava (3,4). Tudi njen prihranek
izraCunamo s pomocjo izraza (8.18.) in slike 129. Sicer je vozliS¢e 4 Ze vkljuCeno v
sekvenco delne poti TP, vendar je v njej sosednje vozliscu 1. Zato lahko povezavo (3,4)

vklju¢imo v delno pot TP, njena nova sekvenca pa se glasi: (1, 3,4, 5, 6, 1).
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Naslednja povezava po velikosti prihranka je povezava (6,7). Tudi njen prihranek
izraCunamo s pomocjo izraza (8.18.) in slike 129. Sicer je vozliS¢e 6 Ze vkljuCeno v
sekvenco delne poti TP, vendar je v njej sosednje vozliS€u 1. Zato lahko povezavo (6,7)

vklju¢imo v delno pot TP, njena nova sekvenca pa se glasi: (1, 3, 4,5, 6,7, 1).

Naslednja povezava po velikosti prihranka je povezava (2,4). Tudi njen prihranek
izraCunamo s pomocjo izraza (8.18.) in slike 129. Vozlis¢e 4 je Ze vkljuCeno v sekvenco
delne poti TP, hkrati pa v njej ni sosednje vozlis¢u 1 (ker je vmes vozlis¢e 3). Zato
povezave (2,4) ne moremo vklju¢imo v delno pot TP, njena sekvenca pa Se vedno ostaja

enaka.

Naslednja povezava po velikosti prihranka je povezava (4,6). Tudi njen prihranek
izraCunamo s pomocjo izraza (8.18.) in slike 129. Vozlis¢i 4 in 6 sta Ze vkljuceni v
sekvenco delne poti TP, hkrati pa v njej nista sosednji vozliS¢u 1. Zato povezave (4,6) ne
moremo vklju¢imo v delno pot TP, kar je tudi logi¢no, saj sta vozlis¢i 4 in 6 Ze vkljuceni

v delno pot TP.

Naslednja povezava po velikosti prihranka je povezava (2,3). Tudi njen prihranek
izraunamo s pomocjo izraza (8.18.) in slike 129. Sicer je vozliS¢e 3 Ze vkljuceno v
sekvenco delne poti TP, vendar je v njej sosednje vozliS¢u 1. Zato lahko povezavo (2,3)

vklju¢imo v delno pot TP, njena nova sekvenca pa se glasi: (1, 2, 3,4, 5,6, 7, 1).
Glede na to, da smo Ze uspeli vkljuciti vsa vozlis€a v pot trgovskega potnika, na tem

mestu postopek kon¢amo. Kon¢ni rezultat za pot TP se torej glasi: (1, 2, 3,4,5,6,7, 1)
(glej sliko 145).
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Slika 145.: Izratunana optimalna pot trgovskega potnika s pomog&jo Clarke-Wrightovega
algoritma prihrankov

8.5 ReSevanje problemov PTP s pomocjo algoritma najvecjega kota

Algoritem sta razvila Norback in Love leta 1977 [15]. Osnovna ideja temelji na
konstrukciji konveksnega mnogokotnika, katerega ogljisca so nekatera izmed vozlis¢, ki
morajo biti obiskana pri PTP problemu (glej sliko 146). Na takSen nacin dobimo delno
pot TP, ki jo dokon¢amo tako, da vanjo vklju¢imo Se preostala neuporabljena vozli§¢a po
principu tvorjenja najvecjega kota povezav med neuporabljenimi in Ze uporabljenimi

vozliséi.

(o]

d [

Slika 146.: Delna pot TP, dobljena na osnovi konstrukcije konveksnega mnogokotnika

Na sliki 146 je prikazan konveksni mnogokotnik, ki ga tvorijo vozlis¢a a, b, ¢, d in e.
Delna pot TP se torej glasi: (a, b, c, d, e, a). Kot je razvidno iz slike 146, v pot TP Se nista
vkljuceni vozliS¢i f in g. Slednji je tudi potrebno nekako spojiti z vozlisci, ki so Ze
vkljucena v delno pot TP. To storimo tako, da vsako izmed teh ogljiS¢ (f, g) poveZemo z
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vsemi preostalimi vozli§¢i mnogokotnika, ter opazujemo, katera povezava tvori najvecji
kot (ki ga tvorita povezavi od sosednjih vozliS¢ mnogokotnika do neuporabljenega
vozlisc¢a!). Ko to ugotovimo, doti¢no vozlis¢e vklju¢imo v delno pot TP. Ko na takSen
nacin vklju¢imo v delno pot TP obe vozlis¢i f in g, je pot TP v celoti zgrajena. Sliki 147
in 148 prikazujeta idejo, kako vkljuciti Se preostali vozliséi f in g v delno pot TP po
principu najvecjega kota.

Slika 147.: Dolocanje najvec¢jega kota za vozlisce g, ter njegova vkljucitev v delno pot TP

Iz slike 147 je razvidno, da je najvecji kot, ki ga tvorita povezavi od sosednjih vozliS§¢
mnogokotnika do vozlis¢a g, kot <dgc (ki je hkrati tudi najvecji od vseh kotov do obeh

neuporabljenih vozlis¢). Zato vozlis¢e g vklju¢imo v delno pot TP med vozlis¢i d in c, pri

¢emer dobimo nov mnogokotnik z vozlis¢i a, b, ¢, g, d in e (glej sliko 148).

Slika 148.: Nova delna pot TP, ko smo vanjo vkljucili tudi vozlisce g

Vozlisce f je zadnje vozlisce, ki ga je Se potrebno vkljuciti v pot TP. Zopet pogledamo,

kateri je najvecji kot, ki ga tvorita povezavi od sosednjih vozliS¢ mnogokotnika do

vozlisca f (glej sliko 148). Ocitno je to kot <afb. Zato vozlis¢e f vklju¢imo v delno pot
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TP med vozlis¢i a in b, pri ¢emer dobimo nov mnogokotnik z vozlis¢i a, f, b, c, g, d in e,
ki hkrati predstavlja tudi do konca zgrajeno pot TP, ki se torej glasi: (a, f, b, c, g, d, e, a)
(glej sliko 149).

Slika 149.: Optimalna pot TP, dobljena z algoritmom najvecjega kota
Algoritem za konstrukcijo konveksnega mnogokotnika se glasi [15]:

KORAK 1: Vozlisca, ki jih je potrebno obiskati, opazuj v kartezicnem koordinatnem
sistemu. Izberi vozlisce, kateremu pripada najmanjsa vrednost x koordinate. Oznaci ga s

h, in ga vkljuci v konveksni mnogokotnik.

KORAK 2: Naredi povezave od vozlis¢a h do vseh ostalih vozlisc. Vozlisce, ki tvori

najvedji kot, oznaci s h, in ga vkljuci v mnogokotnik.

KORAK 3: PoveZi vozlis¢i h in h, v daljico, ki predstavlja prvi krak. PoveZi vozlisce h,
s preostalimi vozlisci, kar bo dalo mnoZico drugih krakov in s tem mnoZico kotov. Izmed
slednjih poisci najvecji kot med krakoma, ter pripadajocemu vozliscu daj oznako h; in

ga vkljuci v mnogokotnik.

KORAK 4: Ponavljaj korak 3, kar pomeni: PoveZi vozlis¢i h_, in h v daljico, ki
predstavlja prvi krak. PoveZi vozliSée h, s preostalimi vozlisci, kar bo dalo mnoZico

drugih krakov in s tem mnoZico kotov. Izmed slednjih poisci najvecji kot med krakoma,

ter pripadajocemu vozliscu daj oznako h,,, in ga vkljuci v mnogokotnik.
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KORAK 5: Koncaj postopek, ko je mnogokotnik v celoti zgrajen in se vinemo na vozlisce

h, .

Primer uporabe algoritma za konstrukcijo konveksnega mnogokotnika je prikazan na sliki

150 (zaporedje slik od 1) do 5)).
Algoritem vkljucitve Se preostalih neuporabljenih vozliS¢ po principu tvorjenja
najvecjega kota povezav med neuporabljenimi in Ze uporabljenimi vozliS¢i pa se glasi

[15]:

KORAK 1: Konstruiraj konveksni mnogokotnik, kot je opisano v prejsnjem algoritmu.

Tako dobimo zacetno delno pot TP.

KORAK 2: Doloci vozlisce k, ki Se ni vkljuceno v delno pot TP, ter povezavo (i,j), ki je Ze
vkljucena v delno pot TP, na takSen nacin, da je kot, ki ga tvorita povezavi (i,k) in (k,j),
najvecji moZen kot.

KORAK 3: Vkljuci vozlisce k v delno pot med vozlisci i in j.

KORAK 4: Ponavljaj koraka 2 in 3 toliko casa, dokler pot TP ni v celoti zgrajena.
Algoritem najvecjega kota je racunsko izredno ucinkovit, kar Se posebej velja za primere

manjSih dimenzij (20-30 vozliS¢), ki se lahko reSijo zelo hitro celo brez uporabe

racunalnika [15].
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Slika 150.: Primer konstrukcije konveksnega mnogokotnika

Princip delovanja tega algoritma bomo Se dodatno osvetlili na naslednjem primeru.
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Primer:
Za graf, katerega vozliS€a in matrika sosednosti so prikazana na sliki 129, poiSci
optimalen cikel trgovskega potnika s pomoc¢jo algoritma najvecjega kota. Kot izhodisSce

izberi vozlisce 1.

Resitev PTP za dani primer s pomoc¢jo algoritma najvecjega kota je prikazana na sliki
151. Kot je razvidno iz slike 151, najprej tvorimo konveksni mnogokotnik (1. slika),
katerega ogljis¢a so vozliS¢a 3, 1, 7, 6 in 4 (dodali smo jim tudi oznakeh ). Ta

mnogokotnik tvori zacetno delno pot TP, vozli$¢i 2 in 5 pa sta Se neuporabljeni.

Slednji je tudi potrebno nekako spojiti z vozlis¢i, ki so Ze vkljucena v delno pot TP. To
storimo tako, da vsako izmed teh ogljiS¢ (2, 5) poveZemo z vsemi preostalimi vozlisc¢i
mnogokotnika (2. slika na sliki 151), ter opazujemo, katera povezava tvori najvecji kot
(ki ga tvorita povezavi od sosednjih vozli§¢ mnogokotnika do neuporabljenega vozlisca!).
Ko to ugotovimo, doti¢no vozlis¢e vklju¢imo v delno pot TP. Ko na takSen nacin

vklju¢imo v delno pot TP obe vozlis¢i 2 in 5, je pot TP v celoti zgrajena.

Iz slike 151, 2. slika, je razvidno, da je najvecji kot, ki ga tvorita povezavi od sosednjih
vozlis¢ mnogokotnika do vozlis¢a 5, kot <456 (ki je hkrati tudi najvecji od vseh kotov do

obeh neuporabljenih vozlis¢). Zato vozlis¢e 5 vklju€¢imo v delno pot TP med vozlis¢i 4 in

6, pri cemer dobimo nov mnogokotnik z vozlis¢i 3, 1, 7, 6, 5, 4 (3. slika na sliki 151).

Vozlisce 2 je zadnje vozliSce, ki ga je Se potrebno vkljuciti v pot TP. Zopet pogledamo,
kateri je najveCji kot, ki ga tvorita povezavi od sosednjih vozliS¢ mnogokotnika do

vozli§éa 2 (glej sliko 151, 3. slika). OcCitno je to kot <321. Zato vozliS¢e 2 vklju¢imo v

delno pot TP med vozlis¢i 3 in 1, pri ¢emer dobimo nov mnogokotnik z vozliséi 3, 2, 1, 7,
6, 5 in 4, ki hkrati predstavlja tudi do konca zgrajeno pot TP, ki se glasi: (1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 1) (glej sliko 151, 4. slika).
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Slika 151.: Konstrukcija poti TP s pomocjo algoritma najvecjega kota. Optimalna pot se
glasi: (1,2, 3,4,5,6,7, 1)
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8.6 ReSevanje problemov PTP s pomocjo algoritma vrivanja v
konveksni mnogokotnik

Ta algoritem sta razvila Stewart in Golden leta 1981 in je dokaj podoben algoritmu
najvecjega kota za konstrukcijo poti TP v poglavju 8.5. Algoritem sestavljajo naslednji

koraki [15]:

KORAK 1: Konstruiraj konveksni mnogokotnik na nacin, kot je bilo to storjeno pri

algoritmu najvecjega kota. Ta mnogokotnik predstavlja zacetno delno pot TP.

KORAK 2: Doloci vozlisce k, ki Se ni vkljuceno v delno pot TP, pri cemer naj zanj in za

neko povezavo (i,j), Ze vkljuceno v delno pot, velja, da je velicina:

d(i,k)+d(k, j) (8.21.)
d(i.j)

najmanjsa mozna.

KORAK 3: Vkljuci (vrini) vozlisée k med vozlisci i in j.

KORAK 4: Ponavljaj koraka 2 in 3 toliko casa, dokler pot TP ni v celoti zgrajena.

Namen koraka 2 je v prizadevanju, da se z vrinjenjem vozliS¢a k v delno pot TP med

vozlis€i 1 in j minimalno mogoce poveca dolZina delne poti TP.

Delovanje algoritam bomo osvetlili na naslednjem primeru.

Primer:

Za graf, katerega vozliS¢a in matrika sosednosti so prikazana na sliki 129, poiSci

optimalen cikel trgovskega potnika s pomocjo algoritma vrivanja v konveksni

mnogokotnik. Kot izhodiSc¢e izberi vozlisce 1.
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Kot je razvidno iz slike 152, najprej tvorimo konveksni mnogokotnik (glej poglavje 8.5.),
katerega ogljis¢a so vozlis¢a 1, 3, 4, 6, 7. Ta mnogokotnik tvori zacetno delno pot TP,
vozli§¢i 2 in 5 pa sta Se neuporabljeni. Da bi ju znali vkljuciti v delno pot TP, moramo

uporabiti izracune na osnovi izraza (8.21.).

Slika 152: Konveksni mnogokotnik, ki predstavlja zacetno delno pot TP (1, 3,4, 6,7, 1).

Ce izraCunamo rezultate na osnovi izraza (8.21.) za vse potrebne trojice vozli§¢, dobimo

tabelo 27.

Trojica voziise | dli k) +dlk, j} | Trojicavoziise | dli,k)+dlk, /)

(i, k, j) d(i, _f] (i, k, J) d[i,j}
(1,2, 3) 122] (1,5, 3) 255
(3.2, 4) 130] 3,5, 4) 2.30
[ (4,2, 6) 1.50 | (4, 5, 6) 1.07
6,2, 7) 3.00 | (6,5, 7) 1.62
(7,2, 1) 250 (7.5 1) 2.66

Tabela 27.: IzraCuni izraza (8.21.) za neuporabljeni vozlis¢i 2 in 5

Kot je razvidno iz tabele 27, se v 1. oz. 3. stolpu generirajo trojice za vozlis¢i 2 oz. 5, ki
sta vedno v sredini trojice, levo in desno v njej pa sta sosednji dve vozlisci, ki sta Ze

uporabljeni v delni poti TP.

Kar se ti¢e izraCunov na osnovi izraza (8.21.), moramo seveda pri tem opazovati tudi

matriko sosednosti na sliki 129, tako npr. za trojico vozlis¢ (1, 2, 3) dobimo rezultat:
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d(i.k)+d(k,j) d(1,2)+d(2,3) 75+90 (8.22.)

=1.2222
d(i, ) d(1,3) 135

kar se ujema z vrednostjo v 1. vrstici in 2. stolpu tabele 27. Na podoben nacin izraGunamo
tudi vse ostale vrednosti v 2. oz. 4. stolpu tabele 27. V 2. in 4. stolpu te tabele nato
opazujemo, kje se nahaja najmanjSa vrednost. Pri vozliS¢u 2 je to vrednost 1.22 pri trojici
vozlis¢ (1, 2, 3), pri vozlis¢u 5 pa vrednost 1.07 pri trojici vozliS¢ (4, 5, 6). Torej bomo
o¢itno morali vozligge 2 vriniti med vozli§¢i 1 in 3, vozlisée 5 pa med vozliséi 4 in 6. Ce
najprej vrinemo vozlis¢e 5 med vozlis¢i 4 in 6, dobimo delno pot TP, prikazano na sliki

153.

Slika 153.: Delna pot TP (1, 3,4, 5,6, 7, 1).

Da lahko vrinemo $e vozlis¢e 2 med vozlisci 1 in 3, se lahko dodatno prepri¢amo tudi na

osnovi tabele 28, ki jo tvorimo za trojice vozliS¢ pri spremenjeni delni poti TP na sliki

153.

~ Trojica vozli§é o."{r',.l:} + cf{k,;'} Trojica vozlis¢ ! !L. fFI:f,.i.']l | {_i'{ﬁ.,__j}
kD d(i, j) (k. dli, j)
(1,2,3) 1.22| 5,2, 6) 3.83
(3,2, 4) 0|62 | 3.00
(4,2, 5) 77120 | 2.50

Tabela 28.: IzraCuni izraza (8.21.) za neuporabljeno vozlisce 2

Ocitno je tudi tokrat najmanjSa vrednost 1.22 izraza (8.21.) dobljena pri trojici vozliS¢ (1,

2, 3). Torej smo se dokon¢no prepricali, da lahko vozlis¢e 2 vrinemo med vozlis¢i 1 in 3.
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Kon¢na pot TP (1, 2, 3,4, 5, 6,7, 1) je po vkljucitvi Se tega vozliS¢a prikazana na sliki
154.

3
1
2 _,-o-""'f-'-o-___ T— -
— e _1";“] T
o S -
B
*0)8
Slika 154.: Kon¢na pot TP (1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 1) na osnovi algoritma vrivanja v konveksni
mnogokotnik.

8.7 ReSevanje problemov PTP s pomo¢jo Orovega algoritma

Orov algoritem je dokaj podoben prej razloZenima algoritmoma v poglavjih (8.5.) in
(8.6.). Tudi tukaj je najprej potrebno konstruirati konveksni mnogokotnik, ki nam da
zacetno delno pot trgovskega potnika. Le da je v tem primeru nato potrebno dolociti
vozlis¢a k, ki Se niso vkljuena v delno pot TP, na takSen nacin, da naj zanje in za

povezave (i,)), Ze vkljucene v delno pot, velja, da je veli¢ina:

[d(i.k)+d(k, j)=d(i. )] d(i”;)(j’fgk,j) (8.23.)

najmanjSa mozna [15].

Primer:
Za graf, katerega vozliS¢a in matrika sosednosti so prikazana na sliki 129, poiSci
optimalen cikel trgovskega potnika s pomoc¢jo Orovega algoritma. Kot izhodiS¢e izberi

vozlisce 1.

Kot je razvidno iz slike 155, najprej tvorimo konveksni mnogokotnik (glej poglavje 8.5.),

katerega ogljis¢a so vozlisca 1, 3, 4, 6, 7. Ta mnogokotnik tvori zacetno delno pot TP,
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vozlis¢i 2 in 5 pa sta Se neuporabljeni. Da bi ju znali vkljuciti v delno pot TP, moramo

uporabiti izracune na osnovi izraza (8.23.).

3

Os

6
Slika 155: Konveksni mnogokotnik, ki predstavlja zacetno delno pot TP (1, 3,4, 6,7, 1).

Ce izradunamo rezultate na osnovi izraza (8.23.) za vse potrebne trojice vozlis¢, dobimo
tabelo 29.

i [a(i k) +d(k.j) |
Trojica vozlis¢ : : s 1y o

(i, K, J) [atli k) + dlk, f) - dli, :}1-{ i J
(1,2,3) o _ 36.60
G.2,4) ) 58.50
(4.2,6) ' 157.50
6.2,7) 720.00 |
.20 ' 337.50 |
((1.5,3) | 535.50
659 448.50
4,5, 6) _ ‘ 16.05
6,5, 7) ' 121,50
5D 399.00

Tabela 29.: IzraCuni izraza (8.23.) za neuporabljeni vozliS¢i 2 in 5

Kot je razvidno iz tabele 29, se v 1. stolpu generirajo trojice za vozli§¢i 2 oz. 5, ki sta

vedno v sredini trojice, levo in desno v njej pa sta sosednji dve vozlisc¢i, ki sta Ze

uporabljeni v delni poti TP.
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Kar se ti¢e izraCunov na osnovi izraza (8.23.), moramo seveda pri tem opazovati tudi

matriko sosednosti na sliki 129, tako npr. za trojico vozlis¢ (1, 2, 3) dobimo rezultat:

[d(ik)+d (k. j)-d(i))]-© (i”;)(x )(’w')=
~ d(L2)+d(2,3)
=[d(1.2)+d(2.3)-d(L3)] i)

(8.24.)

75+90
135

=[75+90-135]- =36,6

kar se ujema z vrednostjo v 1. vrstici in 2. stolpu tabele 29. Na podoben nacin izraCunamo
tudi vse ostale vrednosti v 2. stolpu tabele 29. V 2. stolpu te tabele nato opazujemo, kje se
nahaja najmanjSa vrednost. Pri vozliscu 2 je to vrednost 36.6 pri trojici vozlis¢ (1, 2, 3),
pri vozliS€u 5 pa vrednost 16.05 pri trojici vozliS¢ (4, 5, 6). Torej bomo ocitno vozlisce 2
morali vriniti med vozli§&i 1 in 3, vozlis¢e 5 pa med vozli§éi 4 in 6. Ce najprej vrinemo

vozlis¢e 5 med vozlis¢i 4 in 6, dobimo delno pot TP, prikazano na sliki 156.

1
5 __h____”"‘-{“:} 7
40—
R i T
5 --H-\-E"‘"\-\-..

Slika 156.: Delna pot TP (1, 3,4, 5, 6,7, 1).

Da lahko vrinemo $e vozlis¢e 2 med vozlisci 1 in 3, se lahko dodatno prepri¢amo tudi na
osnovi tabele 30, ki jo tvorimo za trojice vozliS¢ pri spremenjeni delni poti TP na sliki

156.
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Trojica vozlisé q :
@i, k, j) [d{f,kJ dl(k, j) _d[w.]]_[ﬁ{:,&j; 1{&,;_}}
i,

L 36.60
L 58.50
Rt 185.85
it 976.65
5D 720.00
Ll 137.50

Tabela 30.: Izracuni izraza (8.23.) za neuporabljeno vozlisce 2

Ocitno je tudi tokrat najmanjSa vrednost 36.6 izraza (8.23.) dobljena pri trojici vozlis¢ (1,

2, 3). Torej smo se dokon¢no prepricali, da lahko vozlis¢e 2 vrinemo med vozlis¢i 1 in 3.

Kon¢na pot TP (1, 2, 3,4, 5, 6,7, 1) je po vkljucitvi Se tega vozliS¢a prikazana na sliki

157.

s = S
_.___.,?\%

Slika 157.: Kon¢na pot TP (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 1) na osnovi Orovega algoritma.

8.8 ReSevanje problemov PTP s Christofidesovim algoritmom

Algoritem je bi razvit leta 1976 in vsebuje naslednje klju¢ne elemente [15]:

¢ Iskanje minimalno vpetega drevesa A, ki povezuje n vozliS¢.

e Denimo je k on n vozli$¢ takSnih, ki imajo liho stopnjo vozliS¢€. Potrebno je izvesti

evve
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dolzina povezav, ki spajajo ta vozliS€a, najmanjSa moZna. Teh k vozliS¢ s
pripadajoc¢imi povezavami definira mrezo, ki jo ozna¢imo z B.

e Potrebno je nacrtati mrezo C, ki predstavlja unijo mreze B in mreZe A. Ta mreZa ne
ne vsebuje vozlis¢ lihe stopnje.

e Nato je potrebno poiskati Eulerjev obhod v mrezi C, ki predstavlja priblizno reSitev
za problem trgovskega potnika.

¢ Nazadnje je potrebno izboljSati dobljeno pot trgovskega potnika.

Podrobnosti glede tega algoritma lahko bralec zasledi v literaturi [15].

8.9 Problemi multiplega trgovskega potnika (PMTP) in problemi
usmerjanja vozil (PUV)

Multipli trgovski potnik predstavlja generalizacijo klasiCnega problema trgovskega
potnika, pri Cemer je v optimalni reSitvi upoStevanih vec trgovskih potnikov [15].
Problemi multiplih trgovskih potnikov (PMTP) se pojavljajo v Stevilnih realnih
aplikacijah, da pa se jih tudi razSiriti v probleme usmerjanja vozil (Vehicle Routing

problem - VRP) z upoStevanjem dolocenih dodatnih omejitev.

Pri problemih multiplega trgovskega potnika je potrebno dolociti set optimalnih poti za m
trgovskih potnikov, ki vsi zacnejo in koncajo svoj obhod v isti izhodi$¢ni lokaciji (single
depot). Pri tem mora biti vsako vmesno vozli§¢e obiskano natanko enkrat, ter morajo biti
skupni stroSki obiskovanja vseh vozliS¢ najmanjSi moZzni. Obstajajo tudi modificirane
razliCice klasicnega PMTP problema, ¢e imamo npr. opravka z vec izhodiS¢nimi
lokacijami (multiple depots), ali imamo opravka s ¢asovnimi okni (vozli§¢a morajo biti

obiskana v predpisanem ¢asovnem intervalu), in podobno [15].
Nekateri najbolj znacilni problemi multiplega trgovskega potnika so naslednji [15]:

e Razporejanje in razvr$€anje posadk,

e Razporejanje in razvrScanje vozil pri obisku dolo¢enih lokacij,
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¢ Problem optimalnega razvr$€anja in usmerjanja Solskih avtobusov,
e Optimalno razporejanje delovne sile, transportnih sredstev in proizvodnje,
¢ Problemi pobiranja in dostavljanja (Pickup and delivery problems),

e Jtn.

Poleg eksaktnih algoritmov za reSevanje obstaja cela mnoZzica hevristi¢nih algoritmov in
metod za reSevanje PMTP problemov, kot npr.: Paralelno procesiranje na osnovi
evolucijskega programiranja, Pristopi z nevronskimi mreZami, Pristop z genetskimi

algoritmi, pristop s Tabu Search tehnikami, itn [15].

V praksi se pogosto sreCujemo tudi s problemi usmerjanja vozil. To pomeni projektiranje
optimalnih poti, po katerih naj se premikajo prevozna sredstva. Slednja morajo velikokrat
obiskati to¢no doloceno Stevilo vozliS¢ v transportnem grafu, ali pa prevoziti to¢no

dolocene povezave v tem grafu. Znacilni primeri PUV problemov so [15]:

e Zbiranje smeti,

e Zbiranje ali razvaZanje poste,

e Cis¢enje in pranje ulic,

e Razvoz Casopisov, mleka, kruha, itn,

e Zbiranje u¢encev za transport v njihove Sole,
e Razporejanje avionov ali avtobusov,

e Razporejanje posadk avionov ali voznikov avtobusov na dolocena opravila, itn.

Za reSevanje razlicnih variant problemov rotacije prevoznih sredstev ali problemov
optimalnega planiranja razporejanja posadk se uporabljajo razli¢ne tehnike, kot npr.
dinami¢no porgramiranje ali metoda razvejitev in omejitev [15]. Torej je veliko Stevilo
tovrstnih problemov reSevano na osnovi najrazli¢nejsih hevristi¢nih algoritmov. V mnogo
primerih namre¢ klasi¢ne tehnike matemati¢nega programiranja potrosijo preve¢ Casa za
racunanje optimalnih reSitev, Se posebej, ko imamo opravka z velikim Stevilom vozliS¢ na
trasportni mreZi. Torej je edini nain za reSevanje kompleksnejSih kombinatornih

problemov na transportnih grafih takSen, da se uporabijo razli¢ne hevristicne metode. Pri
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tem pa velja, da uporaba najprimernejSe hevristicne procedure, dinami¢nega
programiranja, kombinatornega programiranja, ali neke druge skupine metod, zavisi

predvsem od vrste problema, ki ga reSujemo [15].

Problemi usmerjanja vozil, problemi doloCanja optimalnega poloZaja baz prevoznih
sredstev na transportni mreZi, problemi planiranja posadk, itn, spadajo v razred
kombinatornih problemov [15]. Te lahko delimo v probleme nizanja, probleme

razporejanja ali razvrS€anja, probleme izbora, ali katerokoli kombinacijo teh problemov.

V vseh transportnih poteh se v odvisnosti od konkretnega problema pojavljajo razli¢ne
mozne kombinacije problemov usmerjanja vozil in njihovih voznih redov na transportni
mreZi. Pri tem velja, da dobro naértovano usmerjanje vozil in vozni red vozZenj lahko
klju¢no doprineseta tako k zmanjSanju stroskov transporta, kot tudi dvigu kvalitete

transportne storitve.
Vel podrobnosti o reSevanju problemov multiplega trgovskega potnika in usmerjanja

vozil, ter vsemu instrumentariju v ta namen uporabljene metodologije, lahko bralec

zasledi v literaturi [15].
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9 LOKACIJSKI PROBLEMI

Od poloZaja dolocenih objektov na transportni mrezi lahko kljuéno zavisi tako kvaliteta
prometnih storitev, kot tudi skupni stroSki transportnega sistema. PoloZaj objekta na
mreZi, v katerem se vrsi dolo¢ena storitev, zavisi tudi od same vrste storitve [15]. Tako
moramo na primer neko letalisce zaradi ekoloskih razlogov locirati kar najdlje od centra
mesta. Vendar pa po drugi strani letaliS€e ne smemo locirati predalec od centra mesta, saj
s tem opazno znizamo kvaliteto storitev v letalskem prometu. Lociranje postaj javnega
mestnega prometa pa je poleg ostalih kriterijev pogojeno tudi z zahtevo, da se kar najbolj
minimizira dolZina peSacCenja uporabnikov javnega prevoza. Pri lociranju gasilskih in
policijskih postaj pa moramo upoStevati zahtevo, da je razdalja do najbolj oddaljenega

uporabnika tovrstnih storitev kar najmanj$a mozna [5, 15].

Teorija lokacijskih problemov poskuSa odgovoriti na naslednja kljucna vprasanja [15]:

¢ KolikSno mora biti skupno Stevilo objektov na mrezi, v katerith se bo opravljala
storitev (kandidati za ponudnike storitev),

e Kam locirati te objekte,

e Na kakSen nacin izvrsiti razporeditev klientov (uporabnikov oz. potro$nikov storitev),
ki zahtevajo storitev po posameznih objektih, oz. kako jih razporediti po objektih,

e Jtn.

Obstaja mnogo delitev lokacijskih problemov glede na razli¢ne kriterije oz. zorne kote
obravnave tovrstne problematike [5, 15]. Tako lahko opazujemo te probleme na celi
ravnini opazovanega obmocja, tedaj jih obiajno imenujemo planarni lokacijski problemi.
V veliko primerih se tovrstne probleme opazuje le na dolo¢eni mreZi s svojo topologijo,
tedaj jih imenujemo mrezni lokacijski problemi. V okviru tega se v nekaterih primerih
lahko ponudniki storitev pojavijo kjerkoli mreZi, torej tako na povezavah, kot tudi v
vozlis¢ih. V nasprotju s tem pa je v nekaterih drugi primerih mozno locirati ponudnike

storitev le v vnaprej doloCenih tockah mreze, npr. le v vozlis¢ih mreze. Poleg nastetih
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delitev lahko lokacijske probleme delimo tudi glede na metodologijo, s katero jih

reSujemo, in podobno [5].

Pogostokrat pa se zadovoljimo kar z delitvijo na "zvezne" in "diskretne" lokacijske
probleme. Ce je mogo¢e objekte oz. ponudnike storitev locirati v katerikoli tocki
opazovanega obmocja, tedaj takSne probleme obiCajno imenujemo zvezni lokacijski
problemi. Drugi razred lokacijskih problemov pa predstavljajo diskretni problemi, kjer je
mozno lociranje objektov izvrSiti samo v tocno doloCenih, vnaprej definiranih tockah
[15]. To npr. velja za transportne mreZe, ko je vefinoma moZno locirati prometne
terminale zaradi geografskih, urbanisti¢nih, pravnih, ekonomskih in organizacijskih

omejitev le v dolo¢enem Stevilu vozliS¢ na mrezi [15].

Pri lokacijskih problemih je pomembna tudi delitev glede na tip problema, ki ga
obravnavamo, v smislu vrste lociranih objektov. Tako npr. poznamo probleme pokritja
"setov", probleme maksimalnega pokritja, probleme median, probleme centrov, itn [5].
Pri problemih pokritja setov moramo minimizirati Stevilo zmogljivosti, potrebnih za
pokritje vseh zahtev pri danem standardu. Pri problemih maksimalnega pokritja moramo
maksimizirati Stevilo zahtev, ki jih lahko servisiramo pri danem standardu. Pri problemih
median je potrebno locirati en ali ve¢ objektov na takSen nacin, da se minimizira
povprecna razdalja med objekti in uporabniki storitev. Pri problemih centrov pa je
potrebno locirati en ali ve€ objektov na mreZi na takSen nacin, da se minimizira razdalja

do najbolj oddaljenega uporabnika storitev [15].
Kot se izkaze, so modeli za reSevanje lokacijskih problemov vecinoma zasnovani na

osnovi matemati¢nega programiranja ali teorije grafov. V nadaljevanju si poglejmo

osnovno klasifikacijo tovrstnih problemov za primer transportnih mrez [15].
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9.1 Klasifikacija lokacijskih problemov

Klasifikacijo lokacijskih problemov lahko podamo na naslednji nacin, ¢e jih gledamo s

staliS¢a transportne mreze [15]:

A. Stevilo objektov na mreZi

e Na mreZi je potrebno locirati samo en objekt,

e Na mreZi je potrebno locirati ve¢ objektov.

B. Dovoljena mesta za lociranje objektov

e Objekte je mozno locirati v katerikoli tocki opazovanega podro¢ja (zvezni lokacijski
problem),
® Objekte je mozno locirati samo v nekaterih, vnaprej definiranih tockah opazovanega

podrocja (diskretni lokacijski problem),

C. Vrsta objektov na mrezi

e Mediane, kjer je potrebno locirati en ali ve¢ objektov na mreZi na takSen nacin, da se
minimizira povprecna razdalja med objekti in uporabniki storitev,

e C(Centri, kjer je potrebno locirati en ali ve¢ objektov na mreZi na takSen nacin, da se
minimizira razdalja do najbolj oddaljenega uporabnika storitev,

e Objekti s predhodno definiranimi karakteristikami sistema (kot npr. prepotovane
razdalje, Casi potovanj, Cakalni Casi na storitev, itn). Tu gre za takoimenovane

probleme zahtevanja.

D. Tip algoritmov za reSevanje lokacijskih problemov

e Eksaktni algoritmi,

e Hevristi¢ni algoritmi.

E. Stevilo kriterijski funkcii, na osnovi katerih se dolo&a lokacija objektov

Opravka imamo z eno kriterijsko funkcijo,

e Opravka imamo z ve¢ kriterijskimi funkcijami.
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9.2 Prakti¢ni primeri lokacijskih problemov
Nastejmo nekaj najbolj znacilnih primerov lokacijskih problemov [5]:

e Lociranje tovarn, prodajaln in luk,

e Lociranje skladisS¢ in terminalov,

e Lociranje v druZzbenem sektorju (gasilske postaje, policijske postaje, bolniSnice,
poste, zbiralniki odpadkov, Sole, itn),

¢ Lociranje strojev, delovnih prostorov, itn, v tovarnah,

e Lociranje vodnjakov v poslovnih poslopjih, itn.

V javnem sektorju najdemo probleme razmeScanja ponudnikov tudi pri nacrtovanju
okolja, razmesc¢anju ambulant, postavljanju telekomunikacijskih in energetskih postaj,
itn. V zasebnem sektorju pa pride tovrstna problematika v poStev tudi pri razmeScanju

trgovinskih in distribucijskih centrov, pri razmeS¢anju pisarn v poslovnih poslopjih, itn.

Pri javnem sektorju lahko slabe lokacije povecajo verjetnost Skode na javnih poslopjih ali
celo huje, vodijo v veCjo verjetnost izgube Zivljenj. Pri zasebnem sektorju pa slabe
odlocitve o lokacijah vodijo do povecanih stroSkov poslovanja in zmanjSane
konkurenc¢nosti. Ce sklenemo, tako v javnem kot zasebnem sektorju lahko uspeh ali
neuspeh delovanja ustreznih zmogljivosti oz. objektov servisiranja lahko delno zavisi tudi

od lokacij, kamor so te zmogljivosti oz. objekti postavljeni.

Nazadnje Se poudarimo, da odlocitve o reSevanju lokacijskih problemov v veliki meri
temeljijo na ekonomiki in dohodkih, Se posebej pri zasebnem sektorju. Tako so pri
tovrstnih odlocitvah zlasti pomembni transportni stroSki, stroSki prenasanja zalog,

preto¢nost prometa, odzivni Cas, dostopnost, itn [5].
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9.3 Mere oddaljenosti in distan¢na metrika pri lokacijskih problemih

Osnovne vhodne podatke za reSevanje kateregakoli lokacijskega problema predstavljajo
razdalje med klienti, ki potrebujejo storitev, ter toCkami, ki predstavljajo kandidate za
servisiranje storitev [5, 15]. V primeru, ¢e imamo npr. opravka s planarnimi oz. zveznimi
lokacijskimi problemi, lahko uporabimo metriko z Evklidskimi ali takoimenovanimi
"Manhattan"  pravokotnimi razdaljami. Oboje predstavljajo poseben primer

takoimenovanih /, razdalj in ju prikazuje slika 158 [15].

Y1 .
Evklidska
razdalja
1 (xi ) Vi )
Manhattan
b ) razdalja
I_ e ——— e — — —
X

Slika 158.: Evklidska in Manhattan razdalja med dvema to¢kama I in J

Manhattan razdalje med dvema tockama se najpogosteje pojavljajo v mestih z ulicno
mrezo v obliki reSetke. Tipicen primer takSne mreZe je podro¢je New Yorka Manhattan,

kjer se ulice sekajo z avenijami pod kotom 90 stopinj (slika 159.) [15].
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Slika 159.: Mreza v obliki reSetke, kjer se ulice sekajo pod kotom 90 st.
Manhattan razdalja med dvema tockama 1 (x,,y,) in J (x Y j) je enaka [5, 15]:
m(I,J)=‘x,.—xj‘+‘y,.—yj‘ 9.1,

Evklidska razdalja med dvema tockama pa predstavlja dolZino, merjeno po zracni poti.

Evklidska razdalja med dvema to¢kama 7 (x,,y,) in J (xj, y j) je potemtakem enaka [15]:

2

+(yi —y, )2 9.2.)

e(I,J)=\/(xi—xj)

Obe razdalji v izrazih (9.1.) in (9.2.) sta poseben primer /, razdalj, ki so definirane kot:

1 9.3)
1,(1,7) :{‘xl. —xj‘p +‘yi —yj‘p}p

Ocitno je, da s postavitvijo p = 1 iz izraza (9.3.) dobimo izraz (9.1.), s postavitvijo p = 2

pa iz izraza (9.3.) dobimo izraz (9.2.).
Kot pokazejo v praksi merjenja izvenmestnih poti, so potovalne razdalje med

posameznimi mesti za 10 do 30 % vecje od Evklidskih razdalj (npr. v ZDA so vecje za

18% pri opazovanju razdalj med velikimi mesti) [15].
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V odvisnosti od konteksta lokacijskega problema, ki se reSuje, je torej potrebno na
pravilen naCin definirati metriko za merjenje razdalj. Tako se na primer v vecini
lokacijskih problemov v letalskem prometu uporablja Evklidska razdalja. Pri kopenskem
prometu, ko so lokacijski problemi odvisni od dolo¢ene potovalne mreZe, pa je obiCajno

potrebno Evklidske razdalje povecati za doloCen procent [15].

Kar se tie urbanih lokacijskih problemov, je nujno potrebno izracunati tip mreZe in nato
v odvisnosti od tega tipa uporabiti Manhattan, Evklidsko, ali korigirano Evklidsko

metriko merjenja razdalj [15].

V primeru, da se lokacijske probleme reSuje s pomocjo teorije grafov, je seveda potrebno
dano transportno mrezo pretvoriti v ekvivalentni graf, pri Cemer je potrebno tudi
izraCunati povprecne razdalje med posameznimi vozlis¢i (ki so povezane s
proporcionalnimi transportnimi stroski). Tedaj je obi¢ajno mozZno lociranje objektov
izvrSiti samo v to¢no dolocenih, vnaprej definiranih tockah (diskretni lokacijski
problemi), pri raCunanju razdalj med posameznimi pari vozliS¢ pa uporabiti katero izmed

tehnik za racunanje najkrajsih poti (npr. s pomocjo Dijkstrinega algoritma) [5, 15].

V nadaljevanju se bomo omejili le na lokacijske probleme, ki se jih reSuje v okviru teorije

grafov, pri ¢emer se bomo osredotocili zgolj na reSevanje problemov Median [5, 15].

9.4 Resevanje lokacijskih problemov tipa Mediane in uporaba teorije
grafov

Pri problemih mediane je potrebno locirati eden ali ve¢ objektov na mreZzi, pri ¢emer se
mora minimizirati povprecna oddaljenost (povprecen c¢as potovanja, povprecni
transportni stroSki) med objekti (ponudniki storitev) in uporabniki storitev [5, 15].
Problem mediane je Se posebej znacilen za transportno dejavnost, saj se tovrsten razred

problemov pogostokrat pojavlja pri projektiranju razli¢nih distribucijskih sistemov.
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Problem mediane se pogostokrat pojavlja tudi v druzbenem sektorju [5]. Denimo Zeli

.....

.....

Pri reSevanju tovrstnega problema je seveda tudi potrebno upostevati, kako je populacija
razprSena po domovih, koliko je npr. v primeru blokovskih naselij ljudi naseljeno v
posameznih blokih, in podobno. V tak§nem primeru pravimo, da poskuSamo minimizirati

skupno, s Stevilom uporabnikov storitev uteZzeno razdaljo, ki jo bodo morali v povprecju

.....

Pri obravnavi problemov median obic¢ajno predpostavimo, da so stroski, potrebni za
prepotovanje dolocenih razdalj, linearno odvisni od teh razdalj. V nadaljevanju si
poglejmo matemati¢no formulacijo problema median, ki jo je prvi podal Hakimi leta
1964 [5, 15].

9.4.1 Formulacija problema p median

Denimo imamo opravka z neusmerjeno mrezo, ki ima n vozliS¢. Oznac¢imo z a, Stevilo
zahtev po servisiranju iz vozlis¢a i. Oznacimo tudi z d; razdaljo med vozlis¢em i in
vozlis¢em j, s p pa Stevilo objektov (ponudnikov storitev), ki jih je potrebno locirati na

mreZi in so lahko locirani v kateremkoli od n vozli§¢. Vpeljimo tudi binarne odlocitvene

spremenljivke x; in y,, ki jih definiramo na naslednji na¢in [15]:

1, Ce je vozlisce i postreZeno s strani vozliséa j
0, Ccevozlisce ini postreZeno s strani vozlisca j ©4)
1, Ce je locirano vozlisce j
y/ =

0, Cceni locirano vozlisce j

Ker tezimo k minimizicji skupne potovalne razdalje med objekti in koristniki pri

lociranju p objektov, je problem p median moZzno formulirati na naslednji nacin [15]:
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min imiziraj

F:iiai-dﬁ-xu

i=l j=I
pri  omejitvah :
" ' (9.5.)

i,j=12...ni#]

Kot je razvidno iz izraza (9.5.), Zelimo minimizirati skupno (z zahtevami uteZeno)
potovalno razdaljo med objekti in koristniki storitev. Pri tem prva omejitev pomeni, da je
vsak klient postreZen s strani samo enega objekta. Druga omejitev pomeni, da moramo
locirati natanko p objektov. Tretja omejitev pa poveZe oba tipa odlocCitvenih spremenljivk
in pomeni, da je klient v vozlis¢u i lahko dodeljen objektu v vozlis€u j le v primeru, Ce je

objekt lociran v vozlis¢u j [5, 15].

Hakimi je tudi pokazal, da obstaja vsaj en set p-median v vozli§¢ih dane mreZe, kar
pomeni, da se mora p optimalnih lokacij objektov v mreZi nahajati izklju¢no v vozlis¢ih
te mreZe. To dejstvo pa lahko znatno olajSa problem iskanja p-median, saj je potrebno

preveriti le vse lokacije, ki se nahajajo v vozli§¢ih mreze [5, 15].

Za reSevanje problemov p-median je bilo razvitih ve¢ algoritmov, ki jih lahko strnemo v
naslednje kategorije [5, 15]:

e Algoritem za generiranje mnoZice dopustnih resitev,

e Algoritmi, zasnovani na osnovi teorije grafov,

e Hevristi¢ni algoritmi, ter

e Algoritmi, zasnovani na osnovi matemati¢nega porgramiranja.

Algoritem za generiranje mnoZice dopustnih reSitev obravnava iskanje vseh moZnih

reSitev lokacij p-median, izraCunavanje pripadajoCih vrednosti kriterijske funkcije F v
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izrazu (9.5.), ter doloCitev optimalne reSitve. Jasno je, da je tovrsten algoritem uporaben
le v primeru mreZ z manjSim Stevilom vozli§¢, na katerih je potrebno locirati manjSe

oviwe

namreC enako Stevilu kombinacij brez ponavljanja pri n elementih p-tega razreda, kar

pomeni Stevilo (HJ Slednje pa ni preveliko le v primeru manjSih mrez [5, 15].

Pokazati se da, da je problem p-mediane resljiv v polinomskem ¢asu le na mrezi v obliki
drevesa [5]. Pri generalnih grafih pa se izkaze, da taks$ni problemi spadajo v kategorijo
NP-tezkih problemov. V takSnih primerih je morda bolje uporabiti hevristine algoritme,
kot npr. [5]: miopi¢ni algoritem, algoritem izmenjalne hevristike, ali algoritem
preiskovanja soseSc¢ine, ki spadajo v enega izmed dveh razredov hevristi¢nih algoritmov:

razred konstrukcijskih algoritmov, ali razred izboljSevalnih algoritmov [5].

V nadaljevanju se bomo osredotocili le na obravnavo takoimenovanega Hakimijevega
algoritma za neusmerjene mreze, ki generira mnoZico dopustnih reSitev. Pri tem bomo
posvetili pozornost zgolj doloanju lokacije ene mediane. Obravnavo za ve¢ median ter
princip delovanja drugih algoritmov za dolo¢anje optimalnih median v mreZi pa si lahko

bralec pogleda v literaturi [5, 10, 15].

9.4.2 Hakimijev algoritem za reSevanje problemov I-mediane

Hakimijev algoritem je dokaj enostaven algoritem, ki generira mnoZico dopustnih reSitev
ter dolo¢i lokacijo ene mediane v primeru neusmerjene mreze. Algoritem sestavljajo

naslednji koraki [5, 15]:

KORAK 1: Izracunaj dolZine najkrajsih poti d; med vsemi pari vozlis¢ (i, j) mreZe G in

prikaZi jih v matriki najkrajsih razdalj D. Pri tem naj vozliscéa i predstavljajo moZne

lokacije za mediano, vozlisca j pa predstavljajo lokacije klientov, ki zahtevajo storitev.
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KORAK 2: PomnoZi j-ti stolp matrike najkrajsih poti D s Stevilom zahtev za postrezbo a;
v vozliscu j. Element a,-d; matrike D':[a j‘d;j] predstavija uteZeno razdaljo, ki jo

morajo premagati uporabniki iz vozlisca j, da dospejo do potencialnega klienta v vozliscu

i

KORAK 3: Izvedi sestevanje preko vsake vrstice i matrike D’ = [a ; ‘d;j]- Pri tem izraz

Zaj-dij predstavlja skupno uteZeno razdaljo, ki jo morajo premagati uporabniki v
j=1

primeru, ce je objekt lociran v vozliscu i.
n

KORAK 4: Vozlisce, katerega vsota Za ;-d; je najmanjsa, naj bo optimalna lokacija za
j=1

mediano.

Princip delovanja Hakimijevega algoritma za lociranje ene mediane bomo dodatno

osvetlili na naslednjem primeru [15].

Primer:

Za dano mreZo na sliki 160 reSite lokacijski problem ene mediane.

D (200)
@

G (30)

H (500)
F (400)

Slika 160.: MreZa, kjer reSujemo lokacijski problem ene mediane.
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Vozlis¢a transportne mreze A, B, ..., H so na sliki 160 ustrezno oznacena. Za vsakega
izmed njih je v oklepaju tudi podano Stevilo zahtev uporabnikov storitev na doti¢nem
vozliS¢u. Na sliki 160 so tudi oznacene uteZi (dolZzine) vseh povezav med vozlisci.
Problem lahko formuliramo na naslednji nacin. Kje naj se locira objekt, ki bo nudil
storitve, da bo skupna uteZena razdalja, ki jo bodo morali uporabniki storitev premagati iz

ostalih vozli$¢ do tega objekta, najmanjSa moZna.

Ocitno je v danem primeru 8 mest oz. lokacij kandidatov, kamor bi lahko locirali na$

objekt (saj je 8 vozlis¢, optimalno lokacijo pa seveda iS€emo v vozlis¢ih).

Ce izra¢unamo matriko D najkraj$ih poti d; med vsemi pari vozliS¢ (i, j) mreze na sliki

160 (npr. z uporabo Dijkstrinega algoritma), dobimo naslednji rezultat:

D:[dij]:[du dy, dy dy ds dg d; diS]
A B CDETFGH
A0 5 2 5 3 7 5 6]
B|5 0 7105 4 7 8 (9.6.)
Cl2 7 0 3 26 4 4
D510 3 0 59 6 4
D:[d”]:E3 5250 4 2 3
F|7 4 6 9 4 0 6 7
G|5 7 4 6 26 0 2
H|6 8 4 4 3 7 2 0

V nadaljevanju tvorimo vektor A s Stevilom zahtev za postrezbo a; v vozliscu j (glej

sliko 160, izraze v oklepaju):

T
A=[aj] =la, a, a, a, a; a, a, a]

9.7
A B C D E F G H

A=[a,] =[100 600 80 200 20 400 30 500]"
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Nato tvorimo matriko D" = [a i -dé/.] na naslednji nacin [15]:

lf:[a.d]= 9.8.)

J y

:[al'dil a,-d, a,-d; a,-d, a-ds a;-dg a;-d; as'dis]

pri cemer dobimo:

[100-0 600-5 80-2 200-5 20-3 400-7 30-5 500-6]|
100-5 600-0 80-7 200-10 20-5 400-4 30-7 500-8
100-2 600-7 80-0 200-3 20-2 400-6 30-4 500-4
e 100-5 600-10 80-3 200-0 20-5 400-9 30-6 500-4| (9.9)
100-3 600-5 80-2 200-5 20-0 400-4 30-2 500-3
100-7 600-4 80-6 200-9 20-4 400-0 30-6 500-7
100-5 600-7 80-4 200-6 20-2 400-6 30-0 500-2
1100-6  600-8 80-4 200-4 20-3 400-7 30-2 500-0 |

kar nam da rezultat:

A B C D E F G H

0 3000 160 1000 60 2800 150 3000 ]
500 0 560 2000 100 1600 210 4000
200 4200 O 600 40 2400 120 2000 (9.10.)
500 6000 240 O 100 3600 180 2000
300 3000 160 1000 O 1600 60 1500
700 2400 480 1800 80 0 180 3500
500 4200 320 1200 40 2400 O 1000
600 4800 320 800 60 2800 60 0

S,
Il

T QOO >

V nadaljevanju Se tvorimo vsote elementov vrsti¢nih vektorjev v izrazu (9.10.), kar nam
da skupne uteZene razdalje, katere bi morali premagati uporabniki storitev, ¢e bi bil
objekt lociran v enem izmed vozliS¢, ki pripadajo doti¢nim vrsticam. Tako dobimo

naslednje izraze [15]:
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vsota(A)=0+3000+160+1000+ 60+2800+150+3000=10170

(4)

(B)
vsota(C) =200 -+4200+0-+600+ 40+ 2400+ 120 + 2000 = 9560
vsota (D) =500+ 6000+240+0+100+3600+180+2000=12620 11
vsota( )
vsota( F) =700+ 2400+ 480 +1800+80+0+180+3500 = 9140
vsota(G') = 500 +4200+320+1200 + 40+ 2400+ 0+ 1000 = 9660
(H)

vsota(H ) = 600+ 4800+ 320+ 800+ 60+ 2800 + 60+ 0 = 9440

V tabeli 31 so na osnovi izrazov (9.11.) podani skupni uteZeni potovalni kilometri za

primere, ko je objekt lociran v enem izmed danih vozliS¢ transportne mreze na sliki 160.

o . Erri N ii i Stevilo utezenih
e vvamses | oot |Iovvortizu | potovani an
A 10170 E 7620
Bl g970| F _ 9140
» C 9560 | G 9660
. D 12620 H 9440

Tabela 31: Skupni uteZeni potovalni kilometri za primere, ko je objekt lociran v enem
izmed danih vozliS¢ transportne mreZe na sliki 160.

Ocitno je, da je najmanjSe Stevilo skupnih uteZenih potovalnih kilometrov doseZeno tedaj,
¢e objekt (mediano) lociramo v vozliS¢u E (7620 km). Na sliki 161 je prikazan konc¢ni

rezultat obravnavanega problema, ko objekt (mediano) lociramo v vozlis¢u E.

Potek racunalniSkega programa v programskem orodju Matlab, s katerim lahko opravimo
izraCune (9.8.) do (9.11.) ter izraCunamo lokacijo optimalne mediane (v vozli§¢u E), je

podan v prilogi 10.1.

Prikazani algoritem je mogoc¢e uporabiti tudi v primerih, ko imamo opravka z
usmerjenimi mreZami. Tedaj je potrebno razlikovati situacije, ko uporabniki gredo v

objekt, da bi bili postreZeni, od situacij, ko transportna sredstva gredo iz objekta in nato v
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vozlis¢a, ki zahtevajo servisiranje. V prvem primeru imamo opravka z vhodno mediano,
v drugem primeru pa opravka z izhodno mediano. Podrobnosti o uporabi obravnavanega

algoritma pri usmerjenih mrezah lahko bralec zasledi v literaturi [5, 10, 15].

A

F

Slika 161: Mediana, ki smo jo locirali v vozli§¢u E.

V nadaljevanju utrdimo naSe znanje Se na enem primeru.

Primer:

Za dano mreZo na sliki 162 reSite lokacijski problem ene mediane.

15 10 12 18

@15@ 22 @18@
1

22 19 20

Slika 162: MreZza, kjer reSujemo lokacijski problem ene mediane.
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Vozlis¢a transportne mreze A, B, ..., L so na sliki 162 ustrezno oznafena. Za vsakega
izmed njih je v kvadratnem prostorcku tudi podano Stevilo zahtev uporabnikov storitev na
doti¢nem vozlis¢u. Na sliki 162 so tudi oznaCene uteZi (dolZine) vseh povezav med

vozli$éi.

Ocitno je v danem primeru 12 mest oz. lokacij kandidatov, kamor bi lahko locirali na$

objekt (saj je 12 vozlis¢, optimalno lokacijo pa seveda iS¢emo v vozlis¢ih).

Ce izradunamo matriko D najkraj$ih poti d; med vsemi pari vozli§¢ (i, j) mreZe na sliki

162 (npr. z uporabo Dijkstrinega algoritma), dobimo naslednji rezultat:

D:[dij:':[dil d, dy d, ds ds d, dg dy dy, dy di12]

A B C D E F G H I J K L
0 15 37 55 24 60 18 33 48 40 58 67]
I5 0 22 40 38 52 33 48 42 55 61 61
37 22 0 18 16 30 41 28 20 58 39 39
55 40 18 0 34 12 59 46 24 62 43 34
24 38 16 34 0 36 25 12 24 47 37 43 (9.12.)
60 52 30 12 36 0 57 42 12 50 31 22
18 33 41 59 25 57 0 15 45 22 40 61
33 48 28 46 12 42 15 0 30 37 25 46
48 42 20 24 24 12 45 30 O 38 19 19
40 55 58 62 47 50 22 37 38 0 19 40
58 61 39 43 37 31 40 25 19 19 0 21
67 61 39 34 43 22 61 46 19 40 21 O

)
I
MR S ~NT QMU QOw >

V nadaljevanju tvorimo vektor A s Stevilom zahtev za postrezbo a; v vozliscu j (glej

sliko 162, izraze v oklepaju):
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T
A:[a,’] =la, a, a; a, a; a5 a a; a, @, a, a,]

A B C D E F G H

1

J K L

A=[a] =[15 10 12 18 5 24 11 16 13 22 19 20]

Nato tvorimo matriko D’ = [a ;d ,;,'] na naslednji nacin:

:[al'dzl a-d, a-dy a-d, da-ds
pri cemer dobimo:

150 1015 12:37 1855
1515 10-0 1222 1840
1537 1022 120 1818
15-55 1040 1218 18:0
1524 10-38 1216 1834
D’ _ | 1560 10-52 1230 1812
1518 1033 12-41 1859
1533 1048 12-28 18-46
15-48 10-42 12-20 18-24
15-40 10-55 12-58 1862
1558 10-61 1239 1843
1567 10-61 1239 1834

kar nam da rezultat:

D
6’6.

5-24
5-38
516
5-34
5-0
5-36
5-25
512
5-24
5-47
537
5-43

’
d

[“j'

d, |

a7'dz7 GGy Gy

24-60
24-52
24-30
2412
24-36
240
24.57
2442
2412
24-50
24.31
24.22

1118
11-33
11-41
11-59
1125
11:57
110
1115
11-45
11:22
11-40
11-61

16-33
16:48
16-28
16-46
1612
16:42
16:15
16:0
16:30
16:37
16-25
16-46

di9 al()

13-48
13-42
13-20
13-24
13-24
1312
13-45
13-30
13-0
13-38
13-19
1319

d

22-40
22.55
22-58
2262
22-47
22-50
2222
2237
22-38
220
2219
22-40

o G 'din

19-58
19-61
19-39
19-43
19-37
1931
19-40
19-25
1919
1919
19-0
19-21

ay a:lz]

20-67

20-61
20-39
20-34
20-43
20-22
20-61
20-46
20-19
20-40
20-21

200 |

(9.13.)

(9.14.)

(9.15))
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0 150 444 990 120 1440 198 528 624 880 1102 1340
225 0 264 720 190 1248 363 768 546 1210 1159 1220
555 220 O 324 80 720 451 448 260 1276 741 780
825 400 216 0 170 288 649 736 312 1364 817 680
360 380 192 612 O 864 275 192 312 1034 703 860
900 520 360 216 180 0 627 672 156 1100 589 440
270 330 492 1062 125 1368 O 240 585 484 760 1220
495 480 336 828 60 1008 165 O 390 814 475 920
720 420 240 432 120 288 495 480 O 836 361 380
600 550 696 1116 235 1200 242 592 494 O 361 800
870 610 468 774 185 744 440 400 247 418 0 420
| 1005 610 468 612 215 528 671 736 247 3830 399 0

(9.16.)

S
[l

V nadaljevanju Se tvorimo vsote elementov vrsti¢nih vektorjev v izrazu (9.16.), kar nam
da skupne uteZene razdalje, katere bi morali premagati uporabniki storitev, ¢e bi bil
objekt lociran v enem izmed vozliS¢, ki pripadajo doti¢nim vrsticam. Tako dobimo

naslednje izraze:

vsota (A) =0+ 150 + 444 + 990 + 120 + 1440 + 198 + 528 + 624 + 880 + 1102 + 1340 = 7816
vsota( B)=225+0+264+720+190+1248+363+768+546+1210+1159+1220=7913
vsota(C)=...=5855

vsota(D)=...=6457

vsota(E)=...=5784

vsota(F)=..=5760 9.17.)
vsota(G)=..=6936

vsota(H )=..=5971

vsota(1)=..=4772

vsota(J )=..=6886

vsota(K )=...=870+610+468+774+185+744+440+400+247+418+0+420= 5576

vsota (L) = ...1005 + 610 + 468 + 612 + 215 + 528 + 671 + 736 + 247 + 880 + 399 + 0 = 6371

V tabeli 32 so na osnovi izrazov (9.17.) podani skupni uteZeni potovalni kilometri za

primere, ko je objekt lociran v enem izmed danih vozliS¢ transportne mrezZe na sliki 162.
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LOKACIJA OBJEKTA JE V VOZLISEU  STEVILO UTEZENIH POTOVALNIH km
A 7816
B 7913
C 5855
D 6457
E 5784
F 5760
G 6936
H 5971
| 4772
J 6886
K 5576
L 6371

Tabela 32: Skupni uteZeni potovalni kilometri za primere, ko je objekt lociran v enem
izmed danih vozliS¢ transportne mreZe na sliki 162.

Ocitno je, da je najmanjSe Stevilo skupnih uteZenih potovalnih kilometrov doseZeno
tedaj, ¢e objekt (mediano) lociramo v vozlis¢u I (4772 km). Na sliki 163 je prikazan

kon¢ni rezultat obravnavanega problema, ko objekt (mediano) lociramo v vozliscu I.

15 10 12 18
15 ,~ 22 —~ 18
(A—®) C (D

11 16 19 13
22 25 19 o)
J K L
22 19 20

Slika 163: Optimalna mediana, ki smo jo locirali v vozliS¢u 1.
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Potek racunalniSkega programa v programskem orodju Matlab, s katerim lahko opravimo
izraCune (9.14.) do (9.17.) ter izraCunamo lokacijo optimalne mediane (v vozli§¢u 1), je

podan v prilogi 10.2.

9.5 Sklep obravnave lokacijskih problemov

Glavni namen 9. poglavja je bil zgolj seznaniti bralca s sicer zelo obSirnim podro¢jem
obravnave lokacijskih problemov in veliko uporabno vrednostjo reSevanja teh problemov.
Zato se v tehnicne podrobnosti delovanja posameznih algoritmov za reSevanje tovrstnih
problemov nismo spuscali, razen prikaza delovanja Hakimijevega algoritma za reSevanje
problemov 1-median. Zeleli smo namreé¢ le ponazoriti, kako se izredno dobro obnese
teorija grafov tudi pri reSevanju lokacijskih problemov. Kar se ti¢e podrobnosti Stevilnih
metod in tehnik, ki so bile razvite za vse Stiri glavne tipe lokacijskih problemov, to je
problema pokritja "setov", problema maksimalnega pokritja, problema median in

problema centrov, pa se bralec lahko z detajli seznani v literaturi [5, 10, 15].
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10 PRILOGE

10.1 Potek racunalniSkega programa v Matlabu, s katerim izratunamo
lokacijo optimalne 1-mediane (1. primer)

[}

% program za l-mediano (1. primer):

clear
clc

VOZlisca — [lA' 'Bl 'Cl 'Dl 'El 'Fl 'Gl 'Hl];

dl =
dz =
d3 =
d4 =
ds =
de =
d7 =
dgs =
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o°

D = [dl d2 d3 d4 d5 dé6 d7 d8] matrika najkrajsih poti

A = [100 600 80 200 20 400 30 500]"

o\

St.zahtev za postrezZbo
na vozlisc¢ih

o\

D1 = [1];
for 1 = l:size(A,1)
D1 = [D1 [A(i)*D(:,1)]11;
end
D1
vsote = [];
for 1 = l:size(A,1)
vsote (i) = sum(D1(1i,:));
end
vsote

disp('optimalna mediana:"')
[minsuma, Imin] = min(vsote)
disp('je v vozliscu:')
vozlisca (Imin)
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10.2 Potek racunalniSkega programa v Matlabu, s katerim izraunamo
lokacijo optimalne 1-mediane (2. primer)

[}

% program za l-mediano (2. primer):

clear
clc

VOZlisca — [lAl lBl lCl lDl lEl lFl lGl lHl lIl lJl lKl lLl];

dl = [0 15 37 55 24 60 18 33 48 40 58 67]"
d2 = [15 0 22 40 38 52 33 48 42 55 61 61]"
d3 = [37 22 0 18 16 30 41 28 20 58 39 391"
d4 = [55 40 18 0 34 12 59 46 24 62 43 34]"
dS = [24 38 16 34 0 36 25 12 24 47 37 43]"
dé = [60 52 30 12 36 0 57 42 12 50 31 221"
d7 = [18 33 41 59 25 57 0 15 45 22 40 611"
d8 = [33 48 28 46 12 42 15 0 30 37 25 461"
dS = [48 42 20 24 24 12 45 30 0 38 19 19]"
dl0= [40 55 58 62 47 50 22 37 38 0 19 40]"
dll =[58 61 39 43 37 31 40 25 19 19 0 211"
dlz =[67 61 39 34 43 22 61 46 19 40 21 0]'

D = [dl d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9 dl10 dll dl2] % matrika najkrajs$ih poti

A = [15 10 12 18 5 24 11 16 13 22 19 201" % $t. zahtev za postreZbo
$ na vozlisc¢ih
D1 = [1];
for 1 = 1l:size(A,1)
D1 = [D1 [A(i)*D(:,1)]11;
end
D1
vsote = [];
for 1 = 1l:size(A,1)
vsote (i) = sum(D1(i, :));
end
vsote

disp('optimalna mediana:"')
[minsuma, Imin] = min(vsote)
disp('je v vozliscu:')
vozlisca (Imin)
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